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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Во многих областях науки, таких как ме-
дицина, геофизика, астрофизика, промышленная дефектоскопия, диа-
гностика плазмы и других, возникает проблема определения внутрен-
ней структуры объектов. Для решения данной задачи во многих слу-
чаях являются неприемлемыми прямые методы исследования, связан-
ные с разрушением объекта, поэтому создаются специальные системы
получения данных. Физический принцип этих систем состоит в исполь-
зовании воздействия, представляющего собой физический процесс про-
извольной природы (излучение, волновое поле и т.д.), и последующей
регистрации отклика этого процесса на объект.

В некоторых важных случаях восстановление изображений является
вообще практически единственным средством получения информации.
Это относится, например, к томографии – получению изображения по
набору проекций. Наиболее распространена томография в медицинской
диагностике. Однако различные методы вычислительной томографии,
позволяющие исследовать внутреннюю структуру объекта не разрушая
его, применяются сейчас во многих областях, таких как электронная
микроскопия, биохимия, физика Земли, радиоастрономия, исследова-
ния океана и космоса.

Вычислительная томография применима в тех случаях, когда внут-
ренняя структура объекта может быть исследована с помощью неко-
торого вида излучения, которое распространяется с интенсивностью,
убывающей по формуле:

I1/I0 = exp
{
−

∫

L
g(x)dx

}
,

где I0 – начальная интенсивность излучения луча L, до его прохожде-
ния через исследуемый объект, а I1 – интенсивность после прохождения.
Здесь g(x) – коэффициент ослабления. Решая задачу восстановления
функции g(x) можно восстановить требуемые внутренние характери-
стики объекта. Например, при рентгеновском просвечивании коэффи-
циент поглощения связан с плотностью биотканей, а при диагностике
плазмы – с пространственным распределением температур, концентра-
ций электронов и ионов.

Так как не существует точных формул восстановления по конечному
набору проекций, решение задачи восстановления на практике ищется
в виде приближенного решения. Для задач, когда число ракурсов ма-
ло, необходимым условием для нахождения такого решения является
применение априорной информации о восстанавливаемом объекте. Ис-
пользование методов регуляризации при наличии шумовых компонент в
проекционных данных способствует нахождению устойчивого решения
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задачи. Так как в каждом конкретном случае имеем свою постановку
задачи, то основной проблемой становится выбор наилучшего алгорит-
ма для ее решения. Основными критериями качества алгоритма рекон-
струкции являются качество восстановленного изображения и время его
получения.

Целью работы является разработка и исследование новых итера-
ционных методов в задачах малоракурсной вычислительной томогра-
фии, а также их применение в цифровой обработке изображений; созда-
ние и реализация интерактивного диалогового программного комплекса
на универсальной ЭВМ.

В соответствии с поставленной целью в диссертационной работе ре-
шаются следующие задачи:
– модернизация и исследование итерационного алгоритма Гершберга–
Папулиса для параллельной геометрии сбора данных. Введение в ал-
горитм новых, вспомогательных параметров, способных увеличить ско-
рость сходимости итерационного процесса и уменьшить итоговую по-
грешность реконструкции. Подробное исследование вопросов регуляри-
зации;
– для сравнения с алгоритмом Гершберга–Папулиса создание второго
итерационного алгоритма для параллельной геометрии, направленно-
го на применение в задачах малоракурсной томографии (разложение
обратного оператора Радона в ряд Неймана). На основе полученного
алгоритма решение задачи стеганографии (скрытие одного изображе-
ния в другом);
– вывод теоремы о центральном сечении для веерной геометрии скани-
рования с помощью деформирующего преобразования и ее численная
проверка на тестовых моделях. На основе полученной теоремы: созда-
ние, разработка и исследование итерационного алгоритма Гершберга–
Папулиса для веерной системы сбора данных. Сравнение между собой
всех исследуемых в диссертации итерационных алгоритмов;
– создание удобного в применении пользователем ЭВМ интерактивно-
го диалогового приложения, в котором существует возможность прово-
дить вычислительный эксперимент для любой из поставленных в дис-
сертации томографических задач.

Методы исследования. Основные результаты работы получены
с использованием интегральной геометрии и вычислительных методов,
а также методов цифровой обработки изображений и математического
моделирования. Для численного моделирования и программной реали-
зации разработанных алгоритмов использовались методы прикладного
программирования.
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Научная новизна работы состоит в следующем:
1. Разработана модифицированная версия алгоритма Гершберга–Папу-
лиса для параллельной системы сбора данных. Посредством примене-
ния нового типа интерполяции (комбинированной) и применения весо-
вых множителей удается ускорить сходимость и получать более точ-
ные результаты реконструкции. В итерационный процесс введены но-
вые критерия его останова.
2. Представлена новая теорема о центральном сечении применительно к
веерной геометрии сбора данных, на основе которой становится возмож-
ным перенос многих алгоритмов с параллельной геометрии на веерную,
в частности, впервые создан итерационный алгоритм Гершберга - Папу-
лиса для решения томографической задачи с веерными проекционными
данными.
3. Создан итерационный алгоритм отделения помехи от синограммы
на основе разложения обратного оператора Радона в ряд Неймана, с
помощью которого исследована задача стеганографии применительно
к томографической постановке. Впервые осуществлено скрытие одного
изображения в другом в пространстве Радона, а затем его итерационное
восстановление.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Предложены модифицированные томографические методы для вос-
становления изображений с параллельной системой регистрации проек-
ционных данных, направленные на задачи с малым числом ракурсов.
2. Разработан новый итерационный алгоритм Гершберга–Папулиса для
веерной геометрии сбора данных.
3. Решена задача стеганографии с помощью математического аппарата
томографии.

Практическая ценность работы. Предложенный в диссертации
модифицированный итерационный алгоритм Гершберга–Папулиса мо-
жет быть применен для обработки экспериментальных данных в физи-
ческой томографии с малым числом параллельных проекций. Впервые
предложен новый алгоритм Гершберга–Папулиса для обработки веер-
ных экспериментальных данных.

Достоверность результатов полученных результатов и выводов
подтверждается анализом разработанных численных алгоритмов и про-
ведением численных экспериментов.

Апробация работы. Основные результаты диссертации доклады-
вались и обсуждались на международной конференции “Математиче-
ские Методы в Геофизике – ММГ” (Новосибирск, 2003 г.), международ-
ном симпозиуме “International Symposium on Computed Tomography and
Image Processing for Industrial Radiology” (Берлин, Германия, 2003 г.),
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международной конференции “Perspectives in Inverse Problems” (Хель-
синки, Финляндия, 2004 г.), международной конференции “Applied
Inverse Problems” (Сайренсэстэр, Англия, 2005 г.), 4-м международном
конгрессе “4-th World Congress on Industrial Tomography” (Эйзу, Япония,
2005 г.), международной конференции “Review of Progress in Quantitative
NDE” (Брунсвик, США, 2005 г.), международной конференции “Обрат-
ные и некорректные задачи” (Новосибирск, 2007 г.), конференции моло-
дых ученых ИВМиМГ СО РАН (Новосибирск, 2008 г.), международ-
ной конференции IEEE Region 8 Intl. Conf. SIBIRCON 2008 (Ново-
сибирск, 2008 г.), международной конференции “Математические Ме-
тоды в Геофизике” (Новосибирск, 2008 г.), международном симпозиу-
ме “Nuclear Science Symposium, Medical Imaging Conference” (Dresden,
Germany, 2008 г.), а также на семинарах лаборатории обработки изоб-
ражений ИВМиМГ СО РАН, ИВТ СО РАН, ИМ им. С.Л.Соболева СО
РАН и ИТПМ им. С.А.Христиановича СО РАН.

Публикации. По теме диссертационной работы автором опублико-
вано 13 работ, перечисленных в конце автореферата.

Личный вклад автора. Основные научные и практические резуль-
таты диссертации получены автором лично. Вывод теоремы о централь-
ном сечении для веерной геометрии принадлежит д.ф.-м.н. В.В. Пика-
лову и д.ф.-м.н. В.П. Голубятникову, автору принадлежит ее численная
проверка. Из печатных работ, опубликованных диссертантом в соавтор-
стве, в диссертацию вошли только те результаты, в получении которых
он принял непосредственное творческое участие.

Структура и объем работы.

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка
литературы из 69 наименований и двух приложений. Содержание ос-
новного текста диссертации изложено на 170 страницах, содержит 74
иллюстрации, 2 таблицы и 2 блок-схемы.

Основное содержание работы

Во введении обоснована актуальность проблем, рассматриваемых
в диссертации, определены основные цели и задачи исследования, по-
казана его научная новизна и практическая ценность, сформулированы
выносимые на защиту положения и представлен краткий обзор содер-
жания работы.

Первая глава посвящена постановке задачи вычислительной томо-
графии, а также обзору и анализу методов, используемых для решения
проблемы томографической реконструкции.

В п. 1.1 даются основные определения, такие как понятие томогра-
фии, систем сбора данных, томограммы, синограммы, методов рекон-
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струкции, преобразований Фурье и Радона.
Преобразование Радона (R) как функция угла ξ и заданного при-

цельного параметра p записывается как:

f(p, ξ) = Rg(x, y) =
∫

∞

−∞

g(s cos ξ − p sin ξ,−s sin ξ + p cos ξ)ds. (1)

Функция f(p, ξ) называется проекцией или синограммой, а функ-
ция g(x, y) - томограммой. Приводится аналитическая запись обратно-
го преобразования Радона в виде:

g(x, y) = R−1f(p, ξ) = − 1

2π2

∫ π

0

∫
∞

−∞

f(p, ξ)dpdξ

(p − p0)2
, (2)

p0 = −x sin ξ + y cos ξ.

В п. 1.2 дается определение теоремы о центральном сечении (ТЦС),
а именно, ТЦС устанавливает, что Фурье-образ одномерной проекции
f̃ξ(νp) совпадает с сечением двумерного Фурье-образа от повернутой
томограммы g(s, p) при νs = 0. Здесь описаны основные аналитические
алгоритмы томографии, такие как метод Фурье-синтеза, метод филь-
трации и обратного проецирования.

В п. 1.3 внимание заострено на малоракурсных томографических
постановках в параллельной геометрии и методах решения данных за-
дач. Подробно рассмотрены следующие итерационные томографиче-
ские методы: итерационный алгоритм алгебраической реконструкции
(ART), метод максимума энтропии (MENT) и мультипликативного ART
(MART), итерационный алгоритм Гершберга–Папулиса (Г-П) и алго-
ритм реконструкции на основе разложения обратного оператора Радона
в ряд Неймана (NDSL). Последние два итерационных метода рассмот-
рены более подробно, так как их разработке и исследованию в веерной
томографии посвящена данная диссертация. Здесь приводится доказа-
тельство сходимости итерационного алгоритма Г-П.

В п. 1.4 рассматривается проблема некорректности постановок в
томографических задачах и необходимость применения методов регу-
ляризации.

Вторая глава посвящена исследованию и численной реализации
итерационных алгоритмов Гершберга–Папулиса и алгоритма рекон-
струкции на основе разложения оператора R−1 в ряд Неймана для па-
раллельной геометрии сбора данных в задачах с ограниченным числом
ракурсов.

В п. 2.1 приведены результаты алгоритма Г-П для параллельной
геометрии и исследуются разнообразные его модификации.

Для случая восстановления томограмм итерационный алгоритм Г-П
представим в виде:
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g(n)(x, y) = Φ(n)
s F−1

2 g̃(n−1)(νx, νy),

g̃(n)(νx, νy) = Φ
(n−1)
f F2g

(n−1)(x, y),

g(0)(x, y) = 0, (3)

где n = 1, 2, ..., F2 и F−1
2 – операторы прямого и обратного двумерного

преобразования Фурье; Φ
(n)
s ,Φ

(n)
f – соответственно, операторы измене-

ния n-го итерационного решения и его Фурье-образа, которые отвечают

за использование априорной информации. Оператор Φ
(n)
s действует в

области томограммы, а Φ
(n)
f действует в Фурье-пространстве. В част-

ности, в последний оператор входит процедура переноса Фурье-спектра
проекций, заданных на радиальных линиях в Фурье-пространстве ис-
комого изображения, на соседние точки двумерного пространства. Эта
процедура является центральной частью алгоритма Г-П, учитывающей
в нем измеренные данные – интегральные проекции.

На практике может быть получено только конечное число проекций
от объекта и каждая проекция состоит из конечного числа точек. Та-
ким образом, f̃ξ(νp) представляет из себя набор дискретных точек вдоль
конечного числа радиальных линий. Для того, чтобы осуществить об-
ратное преобразование Фурье от f̃ξ(νp), нужно определить значения
спектра на декартовой сетке. Для этого рассматривается проблема вы-
бора способа интерполяции в методе Г-П, и для ее решения предложены
особые виды интерполяции в частотной области: полосовая и комби-

нированная (см. Рис. 1). Применение данных видов интерполяции спо-
собствовало получению качественных результатов восстановления на
малом числе ракурсов (K = 7).

wS

νx

νy

2

Ω

����
����
����

����
����
����

1

νx

νy

2Sw

Ω

Ω

а) б)

Рис. 1. a) полосовая интерполяция; б) комбинированная интерполяция
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Алгоритм полосовой интерполяции состоит в следующем: задается
начальная ширина полосы – 2SW , некоторый множитель – δS < 1 и
период обновления ширины полосы – m0. В ходе работы алгоритма для
каждой n-й итерации, для которой выполнено условие mod(n,m0) = 0,
считается значение полуширины полосы по следующей формуле:

SW = Sn−1 · δS . (4)

Таким образом, в итерациях производится постоянное сужение ширины
полосы по формуле (4).

Комбинированная интерполяция (см. Рис. 1, б) совмещает в себе два
типа интерполяций (полосовую и билинейную). Данная интерполяция
учитывает увеличенную плотность данных на радиальных линиях в
центральной области, используя там билинейную интерполяцию. На бо-
лее удаленном расстоянии от центра предпочтительней использование
полосовой интерполяции из-за разреженности данных.

Здесь исследуется сходимость итерационного алгоритма Г-П при на-
личии шумовых компонент в проекционных данных. Особое внимание
уделено проблемам регуляризации и фильтрации.

Для исследования устойчивости алгоритмов к ошибкам во входных
данных использовался нормально распределенный шум с нулевым сред-
ним и переменной дисперсией, имеющей значение κ в процентах от ве-
личины проекции в рассматриваемой точке. В работе для подавления
шумов использовалась следующая двумерная регуляризация в Фурье-
пространстве:

g̃
(n)
Φ (νx, νy) =

g̃(n)(νx, νy)

1 + αν2
, (5)

где α – параметр регуляризации, ν2 = ν2
x+ν2

y . В данном случае параметр
α находился по критерию невязки:

∆2
α − δ2κ = 0, (6)

где δκ – норма шума, ∆α – норма невязки, которая вычисляется в ча-
стотной области по формуле:

∆2
α = || f̃

rec
α − f̃

f̃
||2, (7)

где f̃rec
α является спектром восстановленной синограммы, вычисленной

от восстановленной томограммы.
Здесь продемонстрированы численные эксперименты с алгоритмом

Г-П в разнообразных его модификациях для параллельной системы ска-
нирования. Итерационный алгоритм Г-П продемонстрировал быструю
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сходимость и низкую погрешность реконструкции на малом числе ра-
курсов. На модели в виде повернутой сдвинутой гауссианы при K = 7 за
120 итераций была получена погрешность реконструкции равная 6.5%.
Для оценки погрешности реконструкции вычислялась следующая нор-
ма ∆1 отклонения точной томограммы от восстановленной:

∆1 =

√√√√√√√√

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

(grec
ij − gexa

ij )2

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

(gexa
ij

)2

· 100,% (8)

Здесь gexa – точное решение; grec – оценка решения полученная на
предыдущей итерации. Погрешность ∆1 = 6.5% была получена с по-
мощью полосовой интерполяции, однако применение комбинированной
интерполяции на этой же модели позволило уменьшить ∆1 до 5.5%.
В алгоритм были введены весовые коэффициенты, учитывающие зна-
чения спектра на предыдущей итерации, что способствовало уменьше-
нию итоговой погрешности реконструкции. Алгоритм был исследован
на влияние случайных шумов в проекционных данных и способов их
подавления.

В п. 2.2 приводятся результаты исследования еще одного модифи-
цированного итерационного алгоритма малоракурсной томографии: ме-
тода реконструкции на основе разложения обратного оператора Радона
в ряд Неймана (NDSL).

Классический алгоритм Шеппа-Логана, базирующийся на методе
ФОП, реализует сверточное представление внутреннего интеграла в
аналитической формуле инверсии преобразования Радона:

g(x, y) = − 1

2π2

∫ π

0
dξ

∫ 1

−1
f(ξ, p)ψ(p− p0)dp, (9)

где p0 = −x sin ξ + y cos ξ и ψ(p) – фильтр.

В данной работе был использован фильтр Шеппа–Логана:

ψ(khp) =
4

h2
p(4k2

− 1)
, k = 0,±1,±2, ..., (10)

где hp – шаг по прицельному параметру p.

Итерационный алгоритм NDSL или метод разложения оператора
R−1 в ряд Неймана представляет из себя следующий алгоритм рекон-
струкции:
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g0 = R−1
0 f, gi+1 = gi + λiR−1

0 ∆f i, (11)

где R−1
0 – приближение оператора обратного преобразования Радона

R−1 (здесь в качестве R−1
0 был использован оператор фильтрации и

обратного проецирования с фильтром Шеппа-Логана); ∆f i = f −Rgi –
вектор невязки проекционных данных на i-й итерации; λi – параметр
релаксации; gi – приближенное решение на i-й итерации.

Модифицированная версия итерационного алгоритма разложения
обратного оператора Радона в ряд Неймана продемонстрировала воз-
можность использования ее в малоракурсной томографии наряду с ал-
горитмом Г-П. Метод NDSL показал более медленную сходимость ите-
рационного процесса в отличие от алгоритма Г-П, однако конечные ре-
зультаты реконструкций и итоговая погрешность не уступают по каче-
ству результатам Г-П. При наличии случайного шума в проекционных
данных, в методе NDSL необходимо использовать регуляризацию, так
как алгоритм не обладает никакими регуляризационными свойствами
в отличие от алгоритма Г-П.

В п. 2.3 предметом исследования является одна из задач стегано-

графии, в которой ставится цель скрытия одного изображения в дру-
гом. В нашем случае, при томографическом подходе к стеганографии
осуществляется скрытие изображения в пространстве Радона. Скрывае-
мое изображение является возмущением, наложенным на проекционные
данные. Пусть W является неизвестным возмущением в проекционных
данных f , тогда разделение двух изображений (отдельно синограммы
и ее возмущения) осуществляется следующим итерационным алгорит-
мом: {

fn
W = (RR−1)(f − αnW

n−1)
Wn = f − βnf

n
W ,

(12)

где R и R−1 – прямое и обратное преобразования Радона, αn и βn –
эмпирически подбираемые множители, влияющие на сходимость про-
цесса, fn

W – оценка очищенной от возмущения синограммы на итерации
номер n, Wn – соответствующая оценка возмущения. Данный итера-
ционный алгоритм содержит вычисление обратного оператора Радона
R−1, для чего применялся метод фильтрации и обратного проецирова-
ния с фильтром Шеппа–Логана (алгоритм ФОП).

Приведенные численные результаты демонстрируют успешное при-
менение томографического аппарата к задаче стеганографии. С ошиб-
кой реконструкции порядка 6% удается выделить возмущение W из
фонового изображения. Удачно осуществлено скрытие возмущения в
фоновом изображении, а затем восстановление его в итерационном про-
цессе. Алгоритм работает с высокой точностью в отсутствии случайного
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шума, но наличие шума выше 1% вносит большие искажения.
Третья глава посвящена новой версии итерационного алгорит-

ма Гершберга–Папулиса, который ориентирован на веерную геометрию
сбора данных.

В п. 3.1 приводится новая теорема о центральном сечении для ве-
ерной геометрии. В ее основе лежит хорошо известное в проективной
геометрии нелинейное координатное преобразование, переводящее за-
дачу веерной томографии в задачу параллельной томографии, но для
деформированного пространства, причем для каждого ракурса наблю-
дения такая деформация – своя.

Для нового деформированного пространства, полученные в обыч-
ном пространстве веерные проекции являются уже параллельными и
для них работает теорема о центральном сечении в для геометрии па-
раллельных проекций.

Рассмотрим стандартную схему двумерной веерной томографии
(Рис. 2). Здесь область определения неизвестной функции g(x, y) содер-
жится внутри единичного круга x2 + y2 < 1. Источник веерных лучей
E движется по окружности

{
x(β) = −D sinβ;
y(β) = D cosβ,

где D = OE – расстояние источника до начала координат, в поверну-
той на угол β относительно системы (x, y) системе координат (s, p), а
детекторы расположены на прямой линии D1D2 (см. Рис. 2).

Каждый луч EA в веере для фиксированного угла β можно охарак-
теризовать углом γ к центральному лучу и расстоянием q до центра

S

P

E

q

o

Рис. 2. Формирование проекции на плоском детекторе в схеме веерной то-
мографии
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координат O. Угол θ есть угол между осью x и нормалью к лучу, а угол
между лучом и осью x определен как ξ. Ясно, что зарегистрированный
сигнал на линейке детекторов D1D2 можно рассматривать и на прямой
D

′

1D
′

2, которую назовем виртуальным детектором.
Введем следующее “деформирующее преобразование”

{
u = s/(1 − p

D
) = s/Q;

v = p.
(13)

При таком преобразовании система веерных лучей в координа-
тах (x, y) перейдет в систему прямых лучей в координатах (u, v),
параллельных координатной оси v. Однако и исходное изображение
g(x, y) будет деформировано в зависящее от угла β новое изображение
g(X(u, v), Y (u, v)), где

{
x = X(u, v) = u(1 − v

D
) cosβ − v sinβ;

y = Y (u, v) = u(1 − v
D

) sinβ + v cosβ.
(14)

Обозначим через u = U(x, y), v = V (x, y) обратную замену перемен-
ных в (14). Отметим, что измеренный сигнал становится нулевым для
|p| ≥ D/

√
D2 − 1. Введем (r, φ) – полярные координаты точки (x, y). То-

гда (q, θ) - нормальные координаты веерного луча, проходящего через
эту точку (см. Рис. 2), θ = β + γ.
Веерная проекция может быть выражена следующим образом:

fβ(u) =
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

δ(q − U(x, y))g(x, y)dxdy

=
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

Jδ(q − U)g(x, y)dudv. (15)

Переход от координат (x, y) к (u, v) осуществляется при помощи яко-

биана преобразования J = (1 − v

D
) = Q.

Уравнение (15) в новых координатах может быть записано как:

fβ(u) =
∫ ∫

Qδ(q − U)g(x, y)dudv =
1

cos γ(u)

∫
g(X(u, v), Y (u, v))dv. (16)

Из геометрии задачи следует, что γ < π/2, отсюда | cos γ| = cos γ. В
итоге имеем, что якобиан, равный Q, сократился со множителем |Q−1|
(в реальных постановках веерной томографии Q > 0), вынесенным из-
под знака дельта-функции.

Обозначим подынтегральную функцию g(u, v) в интеграле (16) через
hβ(u, v) (индекс β появляется из за зависимости координат (u, v) от β),
и пусть f ′β(u) = fβ(u) cos γ(u). После Фурье-преобразования функции
f ′β(u), получаем
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f̃ ′β(νu) =
∫

exp(−2πiνuu)du
∫
hβ(u, v)dv = h̃β(νu, νv)|νv=0. (17)

Таким образом, теорема о центральном сечении теперь выражена
в новой системе координат (u, v), полученной из исходной нелиней-
ным преобразованием переменных (13). Это преобразование являет-
ся взаимно-однозначным между областями определения неизвестной
функции g(x, y) и деформированной функции hβ(u, v). Иными словами,
Фурье-образ модифицированной веерной проекции (т.е. умноженной на
косинус угла падения каждого луча в веере), совпадает с центральным
сечением двумерного Фурье-образа деформированного объекта hβ(u, v).
Это и понятно, поскольку в деформированной системе координат схема
наблюдения стала параллельной. Еще раз подчеркнем, что для каждого
ракурса наблюдения β деформация объекта будет своя.

На основе данной теоремы реализован итерационный алгоритм

Гершберга–Папулиса в веерной геометрии (FBGP) для малоракурсной
томографии. Алгоритм представлен в двух модификациях, между ко-
торыми проведен сравнительный анализ. Здесь приведем первую моди-
фикацию алгоритма.

Модификация 1 для итерационного алгоритма Г-П с веерной геомет-
рией представляет собой следующую цепочку последовательных дей-
ствий (функция g(x, y) – восстанавливаемая томограмма):

g(s, p) = gi−1

(
Rβ

(
x

y

))
, gD(u, v) = g

(
T

(
s

p

))
,

g̃D
Φ (νu, νv) = ΦfF2[g

D(u, v)], gD
Φ (u, v) = ΦsF

−1
2 [g̃D

Φ (νu, νv)],

gΦ(s, p) = gD
Φ

(
T−1

(
u

v

))
, gi(x, y) = gΦ

(
R−β

(
s

p

))
, (18)

где Rβ – есть матрица поворота на угол β к исходной системе коор-
динат (x, y), а R−β обратная к ней. Деформирующие преобразование

определено “матрицей деформации”: T =
∣∣∣ Q

−1 0
0 1

∣∣∣, где Q = (1 − p

D
).

Посредством применения оператора T осуществляется переход от (s, p)
к новым координатам (u, v):

(
u
v

)
= T

(
s
p

)
. В данной реализации алгорит-

ма все операции поворота реализованы в виде двумерной интерполяции,
а прямая и обратная деформации изображения осуществляются при по-
мощи по-строчной одномерной интерполяции, одинаковой для каждого
ракурса (операторы T и T−1), т.к. при таком "подвороте"фокальная
точка всегда оказывается расположенной на оси ординат v = p.

На Рис. 3 приведены одномерные графики зависимости ошибок ре-
конструкции от числа итераций для модели No. 224 (элементарный фан-
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том повернутой и сдвинутой эллиптической гауссианы) для трех алго-
ритмов: алгоритма Г-П с параллельной и веерной системой сканирова-
ния (кривые No. 1, 3) и итерационного алгоритма NDSL (кривая No.2).
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Рис. 3. Сравнение трех алгоритмов реконструкции: зависимость ошибок ре-
конструкции ∆1(%) от числа итераций (n) для модели No. 224 с параметрами
Nx = Ny = 128, Np = 128, K = 13, априорная информация включала в себя
положительность, очистку, зануление вне единичного круга; Г-П для парал-
лельной геометрии с параметрами Sw = 1.8, δs = 0.8, m0 = 3, n = 120 (кри-
вая No.1); метод NDSL, λ = 0.03 (2); веерный алгоритм Г-П с параметрами
D = 1.5, Sw = 1.8, δs = 0.8, m0 = 1 (3).

Сравнивая итоговые погрешности ∆1 для трех алгоритмов, а также
их реконструкции на последней итерации (см. Рис. 4) можно сделать
следующий вывод. На данной модели веерный алгоритм Г-П дал наи-
лучший результат, как по быстроте сходимости итерационного процесса
к наименьшей ошибке реконструкции, так и по качеству восстановле-
ния. После исследования разных по сложности моделей и сравнения
между собой алгоритма Г-П с параллельной и верной системой сбора
данных, а также метода NDSL для параллельной геометрии был сделан
следующий вывод. Использование бикубической интерполяции в веер-
ном случае позволяет достигнуть результатов, сравнимых с результа-
тами Г-П в параллельной геометрии, а на гладких моделях – превосхо-
дящие по точности результаты последнего, за меньшее число итераций.
Численные эксперименты со случайными шумами в проекционных дан-
ных показали, что применение регуляризации необходимо при шумах
больше 5%, в остальных случаях алгоритм FBGP способен сам пода-
вить шумы.
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а) б) в)

Рис. 4. Реконструкции модели No. 224 для трех алгоритмов, Nx = Ny = 128,
Np = 128, K = 13; реконструкция а) алгоритмом Г-П с параллельной систе-
мой сбора данных (кривая No.1 на Рис. 3), n = 120, ∆1 = 4.52%; б) методом
NDSL (кривая No.2 на Рис. 3), n = 1200, ∆1 = 6.35%; в) алгоритмом FBGP
(кривая No.3 на Рис. 3), n = 20, ∆1 = 3.71%.

В приложении I описаны созданные прикладные программы для
моделирования томографического эксперимента. Весь пакет программ
объединен в одно интерактивное диалоговое приложение (FBTA), со-
зданное на языке Matlab с помощью встроенного в него пакета GUI.

В приложении II представлены две блок-схемы: пакета FBTA и
алгоритма Г-П для параллельной геометрии сбора данных. В блок-
схемах наглядно объясняется система работы пакета FBTA и томогра-
фических алгоритмов.

Заключение

Сформулируем основные результаты диссертационной работы:

1. Разработаны модифицированные методы двумерной малоракурс-
ной томографии с параллельной системой сбора данных. За счет мо-
дернизации алгоритма Г-П была улучшена его сходимость, и итоговые
погрешности реконструкции стали меньше. В итерационный алгоритм
Г-П были успешно введены следующие методики улучшения качества
реконструкции: новый тип интерполяции (комбинированная интерпо-
ляции), учет весовых коэффициентов в Фурье-пространстве, двумер-
ная регуляризация, одномерная фильтрация проекционных данных, и
критерии останова итерационного процесса по минимуму нормы невяз-
ки. Показано, что при наличии шумов измерений в 3-5% алгоритм еще
сохраняет сходимость, так как сам алгоритм обладает регуляризирую-
щими свойствами.

2. Метод NDSL показал более медленную сходимость итерационно-
го процесса в отличие от алгоритма Г-П, однако конечные результаты
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реконструкций и итоговая погрешность не уступают по качеству резуль-
татам Г-П. Алгоритм NDSL при использовании зашумленных данных
дает результаты значительно худшие, чем алгоритм Г-П, так как не об-
ладает никакими регуляризирующими свойствами. Однако при приме-
нении одномерной фильтрации к зашумленным проекциям, NDSL стре-
мится к точности результатов алгоритма Г-П, и в зависимости от вы-
бранной модели, иногда превосходит их.

3. Предложен новый метод решения одной из задач стеганографии, в
котором продемонстрирована возможность скрытия изображения с по-
мощью методов томографии. Новый итерационный алгоритм, основан-
ный на методе NDSL, способен разделить наложение двух изображений
– возмущения и синограммы (фона), с использованием прямого и обрат-
ного преобразований Радона. Полученные результаты демонстрируют
возможность скрытия одного изображения в другом и разделения их в
предложенном итерационном процессе.

4. Посредством переноса теоремы о центральном сечении на веер-
ную геометрию разработан новый итерационный алгоритм Г-П для ве-
ерной системы сбора данных. Результаты восстановления томограмм,
полученные при использовании веерного Г-П, являются лучшими сре-
ди алгоритмов рассмотренных в данной диссертации.
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