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У статті розглядається специфічний 
ефект процесу сушіння дисперсних капіляр-
но-пористих колоїдних матеріалів, пов’язаний 
з виникненням коливань (осциляції) потоку 
випаровуваної з частинок вологи і його вико-
ристання для оптимального управління коли-
вальним процесом зміни температури потоку 
теплоносія
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управління

В статье рассматривается специфический 
эффект процесса сушки дисперсных капил-
лярно-пористых коллоидных материалов, свя-
занный с возникновением колебаний (осцилля-
ций) потока испаряемой из частиц влаги и его 
использование для оптимального управления 
колебательным процессом изменения темпе-
ратуры потока теплоносителя

Ключевые слова: колебательный процесс, 
сушка, управление

This article is about a specific effect of capill-
ary-porous dispersed colloidal materials drying, 
which is associated with the occurrence of oscilla-
tions of the evaporation of moisture particles flux 
and its use for optimal control of oscillation proce-
ss of temperature change flux
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1. Введение

Сушка дисперсных материалов с целью полу-
чения сухих товарных форм продукции является 
достаточно широко распространённым процессом в 
различных отраслях промышленности, таких, как 
пищевая, химическая и т.д. Во многих случаях ор-
ганизация этих процессов осуществляется путём 
продувки слоя частиц высушиваемого материала, 
располагаемого на опорной решётке (в варианте - на 
сетке конвейера), потоком горячего теплоносителя 
(чаще всего – воздуха). При этом в таких системах 
наблюдаются различного рода колебания (осцилля-
ции):

- колебания давления во входящем потоке тепло-
носителя вследствие возникновения собственных 
колебаний в воздушной (свободной) полости под 
опорной решёткой [1],

- колебания всего слоя дисперсного материала на 
решётке при его псевдоожижении потоком теплоно-
сителя (как поперечные, так и продольные) [2],

- колебания давления в газовой фазе (даже - с об-
разованием стоячей волны) в слое дисперсного мате-
риала (во взвешенных виброкипящих слоях) [3].

Такого рода колебания могут оказывать суще-
ственное влияние на тепло-массообмен между ча-
стицами и тепловым агентом, особенно на начальной 
стадии, когда происходит испарение влаги из поверх-

ностных слоёв частиц. А далее процессы высушива-
ния уже зависят от диффузии влаги из внутренних 
слоёв.

Как показывают натурные эксперименты, при 
сушке капиллярно-пористых и коллоидных дис-
персных материалов (например, нарезанных на мел-
кие частицы овощей - моркови, свёклы, картофеля), 
эта диффузия имеет колебательный характер, про-
являющийся, вследствие такого же характера испа-
рения влаги из частиц, в изменениях температуры 
теплоносителя в слое частиц и на выходе из слоя 
или в изменениях величины потока испаряемой 
влаги.

2. Анализ результаты натурных исследований 
колебательного процесса сушки

На рис. 1 показаны результаты натурных исследо-
ваний процесса колебания температуры (теплоноси-
теля) в слое нарезанных кубиков картофеля (10х10х5 
мм) при постоянной температуре теплоносителя на 
входе в слой равной 120º С.

На рис. 2 показаны колебания скорости изменения 
массы (скорости испарения влаги) гранул капсулиро-
ванных семян кукурузы [4] размером 40 мм при по-
стоянной скорости обдува и постоянной температуре 
42º С.
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На рис. 3 представлено распределение периодов 
колебаний температуры воздуха, выходящего из слоя 
диспергированного геля микроцеллюлозы (извлечён-
ной из жома сахарной свёклы посредством кислотного 
гидролиза), при постоянной температуре и скорости 
его на входе в слой.
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Рис. 1. Зависимость температуры в слое высушиваемого 
материала от времени с начала сушки
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Рис. 2. Зависимость скорости испарения влаги (изменения 
массы) из гранулы от времени обдува её сушильным 

агентом (линия (ряд) 1 – при начальной относительной 
влажности гранул 60%, линия 2 – при начальной 

влажности 40%).
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Рис. 3. Распределение периодов колебаний температуры 
теплоносителя на выходе из слоя диспергированного геля 

микроцеллюлозы по их размерам

Нетрудно заметить, что при сушке частиц картофе-
ля размером 10х10х5мм периоды колебаний темпера-
туры находятся в диапазоне от 1,5 до 2,5 мин., со сред-
ним значением 2 мин. При высушивании макрогранул 

капсулированных семян кукурузы гораздо большего 
размера (диаметром 40°мм) величины периодов ко-
лебаний скорости испарения влаги намного выше и 
находятся в диапазоне 15-30 минут при среднем зна-
чении 20 мин.

При сушке диспергированного геля микроцел-
люлозы наблюдается бимодальное распределение 
периодов колебаний температуры, что, возможно, 
связано с тем, что первоначально диспергированные 
частицы геля размером 2-3 мм в продуваемом слое 
агрегировались в частицы двух типоразмеров: 4-6 мм 
и 10-12 мм. Соответствующие осреднённые значения 
в каждой части распределения периодов колебаний 
были: 90 сек. и 180 сек. Причина одинакового харак-
тера особенностей высушивания таких различных 
объектов сушки заключается в том, что на начальной 
стадии сушки у частиц образовывался поверхност-
ный слой (плёнка, оболочка, корочка) с отличаю-
щимися от остального материала в объёме частицы 
физическими свойствами и характеристиками: плот-
ностью, влажностью, размером пор и т.д.. Например, 
у макрогранул влажность приповерхностного слоя 
составляла 20-25%, при общей влажности 40 или 
60%, и сохранялась таковой вплоть до выравнивания 
влажности во всём объёме гранул. При этом объём 
приповерхностного слоя вследствие усадки умень-
шился вдвое. Довольно тонкий поверхностный слой, 
обладая меньшей проницаемостью для влаги, должен 
препятствовать непрерывному отводу её из внутрен-
них слоёв, создавать как бы барьер, который преодо-
левается периодически вследствие необходимости 
прохождения определённого времени для образова-
ния достаточного напора влаги под поверхностной 
плёнкой. Происходящий с задержками по времени 
выход влаги на поверхность частицы и её испарение 
в поток теплоносителя ведёт к соответственному пе-
риодическому отбору тепла от теплоносителя, что, в 
свою очередь, приводит к колебаниям его температу-
ры и легко фиксируется с помощью термодатчиков.

3. Математическая модель колебательного процесса 
сушки 

Математическая модель колебательного процесса 
сушки гранул включает в себя следующие уравне-
ния:

баланса теплоты

c m
dT
dt

R T T r
dm
dtp = − +4 2

0π α( ) , (1)

где
cp  – удельная теплоёмкость влажного материала, 

Дж/кг К
m  – текущая масса гранул, кг
T  – текущая температура гранулы, К
T0  – температура теплоносителя, К
r  – удельная теплота испарения, Дж / кг
R  – радиус (эквивалентный) дисперсных ча-

стиц, м
α  – коэффициент теплоотдачи от сушильного 

агента к грануле, Вт/м² ⋅ К;
баланса массы
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dm
dt

R q= −4 2π , (2)

где q  - плотность фильтрационного потока, кг/м2;
процесса фильтрации (через поверхностную ко-

рочку) по закону Дарси в релаксационном приближе-
нии [5]

q t
dq
dt

k
v

Pp+ = ∆ , (3)

где
tp  - время релаксации фильтрационного режима 

Дарси, с;
k  - коэффициент проницаемости поверхностного 

слоя, м2;
v  – кинематическая вязкость жидкости (влаги), 

м2/с;
∆P  – напорное давление фильтрационного тече-

ния Дарси, Па.
Уравнение (3) получено в предположении, что:
1) Гранулы (частицы) дисперсного материала име-

ют сферическую форму радиуса R ;
2) Температурное поле внутри гранул однородно;
3) Фильтрационный поток влаги через поверх-

ностную оболочку происходит под действием напор-
ного давления под ней, возникающего вследствие 
температурного расширения влаги не сразу, а после 
повышения температуры T  в грануле выше некото-
рой величины T

k
 и по истечении некоторого времени 

релаксации tp , необходимого для формирования вяз-
кого течения в порах гранулы, и оценка этого времени 
релаксации может быть получена из соображений 
размерности

t Rp = 2 / ν

4) Поверхностная оболочка (плёнка, корочка) об-
ладает механической упругостью, которую можно оха-
рактеризовать величинами модуля упругости E  и 
коэффициента Пуассона K , с учётом баланса сил при 
квазиравновесном состоянии на элементе поверхност-
ной оболочки было получено выражение для оценки 
величины напорного давления ∆P  в уравнении (3) в 
виде:

∆P K
E

R
T Tk= − −

2
3

2( ) ( )
β

 при T Tk≥

∆P = 0  при T Tk< ,

где
β  – коэффициент термического расширения жид-

кости (влаги), 1/К;
K – коэффициент Пуассона;
E  – модуль упругости поверхностной оболочки, 

Па.
Далее, после введения безразмерных перемен-

ных, параметров и функцийсистема уравнений (1 
– 3) приводится к системе уравнений второго по-
рядка

y
dG
d B

dy
dτ τ

= − +1
1

Θ  (5)

τ τ
τp d y d

dy
d

BAJ( / ) ( )2 2 + = − Θ Θ , (6)

где

Θ =
−
−

T T
T T

k

k0

,

y
m
mo

= ,

τ πα= ( / )4 2
0R c m tp ,

τ παp p pR c m t= ( / )4 2
0 ,

A
K k E

R
r=

−2 2
3

( ) β
αν

, B c T T rp k= −( ) /0 ,

J( )Θ = 1  при Θ > 0 ,

J( )Θ = 0  при Θ < 0 ;

m0 - начальная масса гранул, кг;
t  – текущее время, с; Tk - период автоколебаний 

(осцилляций), с;
ρ – плотность жидкости (влаги), кг/м3.
Введя обозначение

1
B

dy
d

X
τ

= ,

получаем окончательный вид системы уравнений с 
малым параметром ( / )τp A :

dG
d

X
τ

= − + +Θ 1  (7)

1 1
A

dX
d

J
A

Xpτ
τ = − −( )Θ Θ . (8)

Качественный анализ системы после её линеа-
ризации в окрестностях точки ( , )Θ1 1X , показал, что 
фазовый портрет в окрестности стационарной точки 
может быть или устойчивым узлом или устойчивым 
фокусом.

И если реализуется устойчивый фокус, то прибли-
жение к стационару имеет колебательный характер. 
Для оценки величины периода этих колебаний полу-
чено уравнение следующего вида:

T R
K c

k En
p

r

=
−

π
ρ

β
2 2

2

( )
. (9)

Для типичных значений для входящих в выраже-
ние (9)

упругих фильтрационных и теплофизических па-
раметров (воды при 200С):

K = 0 25, ; E = 104 Па; β = ⋅ −6 10 4 / K ;
k <= −10 12 2 ; r = ⋅2 3 106, Дж/кг;
c 6 : 3p = ⋅ ⋅4 2 103, / ; ρ = 103 3: 3 </ ; оно упрощает-

ся до выражения вида:

T Rn = 5 2 , (10)

где Tn - период автоколебаний (осцилляций), с; R - 
диаметр частиц.

Сравнительный анализ экспериментальных и рас-
считанных по уравнению (10) значений периодов ко-
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лебаний приведенных на рис. 4 показал, что уравнение 
(10) даёт большую зависимость периода колебаний 
от диаметра частиц, чем наблюдается на практике. 
Однако, учитывая некоторый произвол в выборе ти-
пичных значений параметров испаряющейся влаги, а 
также их возможную зависимость от размеров гранул, 
степень согласованности между экспериментальными 
и расчётными значениями периодов колебаний можно 
считать вполне удовлетворительной.
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Рис. 4. Сравнение экспериментальных (ряд 1) и расчётных 
(ряд 2) величин периодов колебаний

4. Практическое использование колебательного 
процесса сушки

Практическое использование эффекта возникнове-
ния «собственных» колебаний при сушке капилляр-
но-пористых и коллоидных дисперсных материалов в 
продуваемых слоях позволяет реализовать оптималь-
ное колебательное управление процессом изменения 
температуры теплоносителя с периодом равным или 
кратным периоду, характерному для данного размера 
частиц высушиваемого материала. На рис. 5 показано 
полученное в опытах изменение величины относи-
тельной влажности во времени частиц моркови разме-
ром 10х10х5мм при постоянной скорости теплоносите-
ля : линия (ряд) 1 - при его постоянной температуре на 
входе в слой 80º С, линия 2 – при изменявшейся темпе-
ратуре с периодом 4 минуты и амплитудой 6º С.
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Рис. 5. Зависимость величины относительной влажности 
дисперсного материала (моркови) от времени сушки

Анализ этих зависимостей позволяет сделать вы-
вод, что колебательный режим изменения температу-
ры теплоносителя на входе в слой способствует сни-
жению времени сушки до определённой влажности в 
среднем в 1,5 раза.

Вместе с тем, очевиден и предел эффективного 
применения такого способа проведения процесса 
сушки - до значений относительной влажности 30 
- 35%. Как показали поведенные исследования, при 
влажности 30 - 35% для типичных капиллярно-по-
ристых коллоидных материалов происходит усадка 
размеров частиц и даже «схлопывание» формы по-
верхности – она между гранями кубиков становится 
вогнутой и «собственные» колебания в слое зату-
хают. Для преодоления этого ограничения в каче-
стве дополнительного управляющего воздействия 
было использовано инфракрасное (ИК) излучение, 
которое полностью поглощается молекулами воды. 
Опыты проводили с периодическим включением ИК-
излучателя, то есть со ступенчатой подачей дополни-
тельной энергии в слой высушиваемого материала. 
Удельная мощность облучения не превышала 2 Вт/
см2. Периоды включения-отключения ИК-излучате-
ля согласовывались с периодами колебаний темпе-
ратуры теплоносителя. Результаты экспериментов 
показали, что при дополнительном согласованном 
применении инфракрасного излучения время сушки 
может снизиться ещё в 1,5 раза - линия 3 на рис. 5. 
Как следует из данных приведённых на рис. 6, поток 
испаряемой влаги при этом намного увеличиться. На 
рис. 6 линия 1 соответствует процессу сушки слоя 
частиц картофеля размером 10х10х10мм при сред-
ней температуре 100º С и амплитуде 10ºС и периоде 
колебаний параметров 6 мин., линия 2 – процессу 
сушки слоя частиц картофеля размером 10х10х5мм 
при тех же режимных параметрах., а линия 3 – про-
цессу сушки частиц моркови 10х10х5мм при средней 
температуре 110º С и амплитуде 6º С, с периодом ко-
лебаний 6 мин.
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Рис. 6. Зависимость относительного увеличения потока 
испаряемой влаги при воздействии ИК-излучения от 

относительной влажности дисперсных частиц

Из представленных экспериментальных данных 
видно, что применение инфракрасного излучения по-
зволяет ускорить процесс сушки, но при влажности 
частиц менее 20-30% эффективность ИК-облучения 
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резко падает. И в итоге полное время высушивания 
частиц рассматриваемых материалов (овощей) до 
требуемой, как правило, конечной влажности менее 
10% снижается уже не так существенно – всего на 20-
30%. Дело в том, что при достижении низких влажно-
стей дисперсных частиц плотность поверхностного 
слоя (корочки) резко увеличивается, её проницае-
мость для влаги уменьшается, количества влаги во 
внутренних слоях уже недостаточно, чтобы созда-
вать напорный поток за счёт температурного расши-
рения, и процесс переходит в режим молекулярной 
диффузии. В ходе выполнения данной работы была 
проведена проверка возможности применения друго-
го управляющего фактора – периодического быстро-
го охлаждения поверхности частиц и повышения 
проницаемости поверхностной корочки. Идея этого 
приёма - во включении в процесс досушивания эф-
фекта термо-диффузии [4], по которому влага стре-
мится мигрировать в сторону, противоположную 
градиенту температуры в объёме частицы, то есть 
при охлаждении поверхности из середины частицы 
наружу. Как показали эксперименты, такой управ-
ляющий приём оказался очень эффективным – рис. 
7 (линия 1 отвечает сушке частиц моркови размером 
10х10х4мм при средней температуре 75º С, амплитуде 
5º С и периоду колебаний параметров 4 мин., линия 2 
– то же, но с использованием ИК-облучения, линия 3 
– при быстром дополнительном охлаждении поверх-
ности частиц ) - поток испаряемой влаги увеличился 
в несколько раз, а время досушивания на конечной 
стадии – от 20-30% до 10% влажности – сократилось 
до 15-30 минут.
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Рис. 7. Зависимость величины потока влаги из дисперсных 
частиц (моркови) от их относительной влажности

Описанные выше управляющие приёмы суш-
ки дисперсных материалов были использованы при 
сушки такого сложного объекта как гель микро-
целлюлозы. Исходная относительная влажность 

материала составляла 90-93%, диспергирование на 
мелкие частицы оказалось возможным только при 
охлаждении геля до 5º С. Опыты проводились при 
переменной температуре теплоносителя на входе в 
продуваемый слой диспергированного геля от 36 до 
42º С с периодом колебаний 3 мин. (линия 2 на рис. 
8). Удельная мощность инфракрасного облучения 
не превышала 1 Вт/см2. Во избежание перегрева 
верхних слоёв частиц ИК-излучатель включался 
один раз за период на время 45-60 сек. Периодически 
– один раз за два периода – проводилось быстрое 
охлаждение слоя гранул, до температуры не ниже 
«точки росы» теплоносителя. На рис. 8 представле-
ны результаты экспериментов: линия (ряд) 1 – суш-
ка в потоке воздуха с постоянной температурой 
40º С; линия 2 – сушка при переменной температу-
ре теплоносителя и с использованием воздействия 
инфракрасного излучения, линия; 3 – то же, но с 
периодическим быстрым охлаждением слоя гранул. 
Высокая эффективность разработанных приёмов 
управления процессами сушки очевидна.
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Рис. 8. Зависимость величины относительного 
изменения массы слоя сушки диспергированного геля 

микроцеллюлозы от времени

Выводы

Применение для управления процессами сушки 
в продуваемых слоях дисперсных капиллярно-по-
ристых и коллоидных материалов комплекса управ-
ляющих и интенсифицирующих факторов, включаю-
щих колебательные режимы изменения температуры 
теплоносителя, периодические чередования воздей-
ствия инфракрасным излучением и быстрого охлаж-
дения поверхности частиц, позволяет значительно 
сокращать время проведения процесса сушки – в 2-4 
раза и повысить коэффициент полезного использова-
ния затрачиваемой энергии до 70-80%.
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Для математичного моделю-
вання тривимірних температурних 
полів у тілах неканонічного попереч-
ного перерізу пропонується суміс-
не використання інтегральних пере-
творень S-функцій, структурового 
та проекційного методів

Ключові слова: математичне 
моделювання, температурні поля, 
S-функції

Для математического модели-
рования трехмерных температур-
ных полей в телах неканоническо-
го поперечного сечения предлагается 
совместное применение конечных 
интегральных преобразований S-
функций, структурного и проекци-
онного методов

Ключевые слова: математиче-
ское моделирование, температур-
ные поля, S-функции

The paper proposes the combined 
use of integral transformations of S-fun-
ctions, structure and projection metho-
ds for mathematical modeling of three-
dimensional temperature fields in solids 
with non-canonical cross-sections

Keywords: mathematical modeling, 
the temperature field, S-functions

1. Постановка проблемы

Исследования, представленные в статье, относят-
ся к области математического моделирования трех-
мерных температурных полей в телах, ограниченных 
параллельными плоскостями и призматической или 
цилиндрической поверхностью сложной формы, об-
разующие которой перпендикулярны к данной пло-
скости.

В постановке каждой краевой задачи для уравне-
ний с частными производными наряду с информацией 

аналитического характера о виде уравнений и краевых 
условий имеем также геометрическую информацию о 
форме тел, в которых определяется поле, форме пло-
щадок их контактного взаимодействия, расположении 
в форме возбудителей поля и т.д. Геометрическая 
информация влияет на картину поля, поэтому всякий 
метод решения краевой задачи должен предусматри-
вать включение этой информации в разрешающий 
алгоритм.

В таких методах, как методы разделения перемен-
ных и интегральных преобразований учет информа-
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