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�.���}����§��<�������¥ Zê��<�}�¥�<����� ∇i
�����}�|���A�����S���v���<�����<�}�����v�>�)��� ¦�¦ �|�}�|���}�����v�����}�� 

�}�oè����}����

∇iA
k =

∂Ak

∂xi
+ Γk

ilA
l ,

M â wzy|tÖO
���}�v�<�������������¥  ¦ £��}���}�� a¯x�����¡��¬��<������

H(x, P ) = 1

2
gik(P

i − eAi)(P k − eAk) ,
M â wzy�y+O

�:���
P i � P k ����ä���ävå#�|�������I������£���¬��|���

Ia(x,Pa)
def
= −

∑

νa

∫ ′

a

δ(4) (PF − PI) (ZifWif − ZfiWfi)
∏

i,f

′
dπ ,

M â wzy�æ�O

���������|�5���¥�j�>���<���}�}�����|���}¤S�����>�����T�>�v���A���
a
	 � ���<�>�����������S�>���}�¥���

b
	 ���¡�<���¥����©

�}���<���}��¤NM â w {ÖOµ�`M â w ë/Oµ���b�v���<���}�v�

Zif
def
=

m
∏

A=1

νA
∏

α=1

nA(x,P
α
A)

m′
∏

B=1

ν′B
∏

β=1

[

1± nB(x,P
′β
B )
]

=
∏

nI

∏

(1± nF ) ;

M â wzy|{ÖO

Zfi
def
=

m
∏

A=1

νA
∏

α=1

[1± nA(x,P
α
A)]

m′
∏

B=1

ν′B
∏

β=1

nB(x,P
′β
B ) ,

M â wzy>ëGO

� �>�¥�<�����>���������5�}�}� ¦ �<�}�<�������
dπ

�Y���}�v�<�������������2¤ ÷>����������� �����¡£¥��¬��5���v�>� ���}�A�
�>�����<���>���v��

dπ =
1

(2π)3
√−gd3p/p4 , M â wzy�u�O

� ∏′
i,f dπ

�<§��������A�|�a�}�}����§����7�����}�}�T������£���¬��5����© ��ä��(�������n���5�7© �����>�����ò���������
�
a
	 �&�<�v¤��

WIF = (2π)4|MIF |22
∑

νA+
∑

ν′B ,
M â wzy|ôÖO
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N = m + m′ ���>�������|¤�����© �}�}�<�|�5�}�G����� ¦¦ �7�
�}�|�}�����¥��¬�����© £��������}�|�}��¤ �����}���|���<�5��¬����

N
¦ £����}����¤ï�����5�����7���>���|���¡  ���<�>���}�

fa(x,Pa)
w

ê����<�|�5�}�}�|�5���}�a��ä�åY�|�}�>�} ����������>���5�����c���}�}�5�����}�|�5�����K£����<���}�|���¡  M
na ¿ 1

O
���}  £����¡£��5�¡©������}����©

T
�'�}�������}���<�}������© �>�<�������}���<���}��¤ � ¦ �����Ê£��������v���<��� �

���Aä����¥�¥©LW æ�æ\Y&�ÏWéæA{�Y �PW æ¥ë.Y&������ a£����¡£��|�x©K���<���}�-©
T
�����|�������<�����<�}���}�-© �>�<�<�������<�

�<���}��¤K� � Wéu.-�Y w � �} c£����¡£��5�¡©������}����©
T
�'�}�������}���<�}������© �>�<���������v�<�|����¤������

�����v�¡§����<��¬�����©U�����7���¥©)§¥�<�}�<�����|���� b��ävå#�����>�� }���}���}�>���5�}�}�"�}�����|���}�}�|�5���}� £����<�A�
�}�|�}�� Yä��������}�<��£������}�ò��W ô�t+Y}�¡£¡�����n���v���<�����<�}�����v�>�'��ä���ävå#�|���� #�����<�5�5���}�|�5�����>�
���}�}�5���������5�����>�b£��������}�|�}�� Sí������}�7�Y�.í����|�}ä����¡� M �|�«w~�������}�����������3Wìô�yZY�Oµw
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ÊÂÇÅËÂÀaÆ%ÇÂÌÂÀ`É�Ê��$# �%�&� À�Ã!Ç

� W ëvô�Y-ä������ò�����7���|�}� �}�������}���<�}�����«�S�����}�7���5���|���� ò���<���}���5���v�}�������5�}�¡© �5���>�}�
���x©I���}�������}�}�|�5���x©Y���>���}���}��w�	"£v�>��¬

ψ(x,P)
n����}�|�����<�v���A ��5�¡�A�} ��}���¥  ¦ £����}���¡ 

���}���������}�|�5���x© �����������|�}����©�w<	'�����<�v� �����>����� �Z��ä<���<�5��¬
Ga

�������5�«�v�A�5���8  �>�A�
�������vù#�|������� ��ä�åY�|¤ ¦ �v���Ê£¥���v¤ �|�v�v���v�>��� ��§����|�}�|���¡ ¢�����������}�}�|�5���v�>�Y�5���>���}�|�>�
W ë�ô+Y&

dΨV ′

dτ
=

∫

V ′

dV

∫

P(V ′)

dP [H , ψF ] . M â w~y¥ö�O

�����l�¢ä������|�'£�����ä��}��¤ ¦ �v�����v

dΨ

dτ
=

∫

V

dV∇i

∫

P(X)

dP
∂H
∂Pi

ψF .
M â wzy|��O

1 '>�t�)(tr�|xv�(Ùw
��v�s%�������7�w��t�+*k��zt�Åstz����,(���� �7w�rtvV|�~}|
��vxst�
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. £��}�5�<��� ���}�}�|¤����v�>���î�5����äv�}� 	�£x�<�5�>�v��� M â w �ÖOµ��M â w~y¥ö�OY§¥�<���}�5�2���<�5���ñ  � ä��<���5�
£�����äv�����õ���¡����

dΨV ′

dτ
=

∫

V ′

dV

∫

P(V ′)

dP {ψ [H , F ] + F [H ,Ψ]} .

ûÊ�<�����ï��äv���A§|�v�ò�����}�7���5�} �ø����ñ G�����}�}���|�v�v�}���}�|�5�����\�����<������

ni(x) =

∫

P (x)

f(x,P)pidP ,
M â wzy\-�O

�Åà]e�d�áÔ�ÐøÜ/g>Ô\á i>Ô�cZá hmØ/h>c�g>lØ�l�cZá h0/K�

T ik(x) =

∫

P (x)

f(x,P)pipkdP ,
M â wçæAt�O

�^á_e�i,Ú�Ô�Ð%1�ikexÐ�j�h8h8Ýxh,Ò!Ü õ g8ÕÖc�l325476�8:9 ØUl]cZá h;/�w
�î���<ä������)W ëvô�YÞ�}�<��£��}�|�}�Ä£��������}�|���¡ G�}�|�������v�|�Y���������������|�|�}�¡©l�<�>�����}���������A�

�<�v�}�«�T�n�}�}�<�|�}�|�7£�ø"åY���ü���<�o�7�}£����A� �����7£¡���5������ ï�.�<�����v�5�������}�}�|�5���x© �5�¡�¥�� ��¡�
����©j�j���|�}�<�����}�-©l��������¤j���}���}������ø � ���¡� 

∇i

∑

a

∫

P(X)

ψaFa
∂Ha

∂Pi
dπa −

∑

a

∫

P(X)

Fa [Ha , ψa] dπa =

−
∑

�tw<(Ù|�z}|V��|
y
∑

a

∫

δ(4)(PF − PI)

(

m
∑

A=1

νAψA −
m′
∑

B=1

ν ′Bψ
′
B

)

×

(ZifWif − ZfiWfi)
∏

i,f

dπ .
M â wçæxy+O

� ���<�>�����v�>�������}���

ψA(x,P) = eA = Const ,
M â w°æ�æ�O

�:���
eA
�.�}�|�����<�v�}�«�I�}���7���ÓM ÷>���|�����}�������5�}�}���}äv�<���}�����}�«����÷>���|�������v�7���Aä��«�'§��<�v ¡�

���Ä�S��w ��woO8�������}�}��� ���} 
k
�&�<��¤G�������}�����4M â w {�Oµ
∑

νk
AeA −

∑

ν ′ kBe
′
B = ∆ek ,

M â wçæA{ÖO
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£����<���}�|���¡ Y�������|�}�����÷M â wçæxy+OÍ�Í�<ø��'�����}�}���5���v�}�������5�}�}��§����v�v�}� �>��©}�������|���� \��ä���äA�
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§����� ����v�

Gs
���7£}�������}�}���5�������¡£¥��¬��|�Y�T�}�<�����v�>�����|�¡§������#÷|�}�|���5���x� �����¡£¥��¬��|�Y�>�A�

�����<�5���5���<�|���}��

∇iJ
i
s = 0 ; (s = 1, 2, . . . , N − r) ; M â wçæ�ë/O

dGs

dτ
= 0 ;

M â wçæ�u�O

∑

νPi
A −

∑

ν ′BP
′i
B ≡ Pi

I − Pi
F = 0 ;

M â wçæAô�O

T ik
,k = 0 .

M â wçæ�ö�O
� ¦ �����Ê£�����©NM â w°æ¥ëGOµ�`M â wçæ�u�O

J i
s(x) =

∑

A

gsA

∫

P(X)

∂HA

∂Pi
dPA =

∑

A

gsA

∫

P(X)

pidPA ;
M â wçæA�ÖO

Gs =

∫

V

dViJ
i
s(x) .

M â w°æ]-�O
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�}���<���}��¤o�Í�<ø��O���5���«�}�7©}�����>�����}���«�#�}���<�����}�NM �|��wz�}���<���}�����|���3W ö�öAY�Oµ

a+ b→ c+ d,
M â w {�tÖO
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s
�
t
�}�����|ø"åY�����S�7���7��£�ø"åY��¤S�|���«�7�  √

s
�.÷|�����}�5�� S�>�¥�A���������<ø"å��x©x�ñ j���<�>���}�

�b���������}�Y���<�5�M�J�M÷��O8

s = (pa + pb)
2 = (pc + pd)

2,
M â wé{�y�O

�
t
� �}�>�} ����������>���5����¤l�����¥�����A�O���|�}�7�Í�<�����v�>�b������£���¬��|�}

t = (pc − pa)2 = (pb − pd)2,
M â wé{væ�O

�:��� �����¥�����A���ð�����¡£¥��¬��>���Y�}���������<ø����8 T�¡�<�o�|�x�A�} ��}�����'�}�5���2���>©����|���}�«�'�}�>�� ¡�
���������>���5���}�#�}�v�������<����

p2a = (pa, pa) = (p4)2 − (p1)2 − (p2)2 − (p3)2 = m2a,

�S��w � w�ûÊ���������<���}�����|��

(pa + pb)
2 = p2a + 2(papb) + p2b = m2a + 2(pa, pb) +m2b .

	'�}��÷5�<���ü���}�v�<�����������}�«�j���������}�A£���� �����5�>�> ��}�� 
F (s, t)

� �v�}�}�7���>�� }�����«�O�¡���
�}�>§5£���¬��¥�<�j£v�5�}�7���}�|���¡  �}�������}���<�}���}��¤ ���������}�A£���� ���<�5�5�> ����¡ K�}�G�>�v�>�<�� ����¡ ��
���<�>�������

c
�
d
�Ê���¡�A§��«�v�<ø����8  §��<���}�8 �å�����������ùY¬a���a÷5���¡©����A£�©ò�}�������}���<�}�<�v�

M �|��wz�¡�����}�������|���aW ö�u\Y7OµwUJ �}�v����å�¬�ø����}�v�<�������������v¤l���������}�A£����
F (s, t)

�����}�7���>�
�� }�5���8 j�}�<�������\�>�|�}�|�}�}��}�����}���}�NM â wé{�t�O!M ����w`W ö�u\Y7Oµ

σtot =
1

16π2λ2(s,m2a,m
2
b)

0
∫

tmin

dt|F (s, t)|2, M â wé{�{ÖO

�:���
λ
� ¦ £����}���¡ G���}�>£��>�<��¬������x�}

λ(a, b, c) = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac− 2bc;

tmin = −λ
2

s
.

�Ý£¥��¬������<�}�>�} ����������>���5���v� �}�}�7���>����

pi
mi
→∞;

s

m2i
→∞, M â w {<ëGO


+N



ãxä>O\äQP îë��ÿt�Z�AìÂ��ÿtïA�}�SRZ��ÿt�}ÿ �Å����ÿZç}�}�SRZ��ÿt�}ÿ í}��ê�þ�ÿ�SG���]��þ'�Öð\��îVï.ÿt�tÿÏêG���Z��ÿt�A�
îV�+ì
λ→ s

��� ¦ �����Ê£�����M â wé{�{�O�§������������>��¬��}�U£��}�}��å)�A�5���ñ G�����7�����}�}���ïä��>§����A§����|�����v¤
�}�|�������|�����v¤�

x = − t
s
;

M â wé{vu�O

σtot =
1

16πs

1
∫

0

dx|F (s, x)|2. M â wé{�ôÖO
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s


σtot = σtot(s).
M â w {�ö�O
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dS

dτ
= 0,

M â wé{���O
�:���

S =
∑

Sa;
M â wé{�-ÖO

Sa(τ) =

∫

∂X∂πaδ[sa − s∗a(τ)]{±(1± na) ln(1± na)− na lnna}.
M â wìëvt�O

� �}  û�� �}�������}���<�}�����-©o�A§��������|���|¤��>������¤ �����<�|���>�����±M â wé{�-�O.���A*Y�|�Y�}���¥���¡§������<��¬¥�
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Zif − Zfi = 0.
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f 0a (x,PA) =
{

e−λA+(ξ,PA) ∓ 1
}−1

,
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ξ2 ≡ (ξ, ξ) > 0.
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υi 

υi =
ξi

ξ
; (υ, υ) = 1,
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θ(x) = ξ−1
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µa(x) = θ(x)λa(x).
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f 0a (x,PA) =

{

exp

[−µA + (υ,PA)

θ

]

∓ 1

}−1
.
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∇in
i
a = 0⇒ dNa

dτ
= 0.

M â wìëv��O


��



ãxä>O\äQP îë��ÿt�Z�AìÂ��ÿtïA�}�SRZ��ÿt�}ÿ �Å����ÿZç}�}�SRZ��ÿt�}ÿ í}��ê�þ�ÿ�SG���]��þ'�Öð\��îVï.ÿt�tÿÏêG���Z��ÿt�A�
îV�+ì
�:���

Na
� �������}�����|�5���«¤b�}�}�<�|�����A�O���I�����7���I�����>�������

τ
�&÷ ¦�¦ �|�}�������}���"���}���Ê b�<§��<�¡�

��������¤}�>������ l�����5�|���<�����}�v�A�����-©j�����>������w�J	���7��£��5�b�������5������¬}���}�<�O�5���������vù#�|�����
M â w ë���O��)£v�>���v���� ¡©Tú\û�èï���«�}�<���¡ ��5���8 T����ùY¬b���}�}ä<���/*Y���}�}��w

dÍÌ�Ø>1ÍÎ�Ì�ÿ�ÈÊØ�ÆlÒ�Æ�ÚÊ×Ø�Ç�ÉÊÈÊÎÍ×'ÉÊÖÊÆxÓ�Ô(Ø�ÆGÚÊÎ�Å�ÈÊØ�ÅÍÆxÓ�É�Æ
� �>�}£����A���Õ���v�:�Í�j�����¡�A��¬����<�&���<�����v�<�|�5����� ¦ £������}���ò���<�5���}�7���5���|���� ôM â w ë¡ö�O' ��¥�
�� �ø����8 ��������}� ���¢�}�|ùY�|�}�� ����Y�������5���}�}�|�5���x©�£��������}�|���}¤ÛM â w°ö�Oµ�<�>�A�A�����>�����}�|�|�x�A 
�5���>�<���.�ò����©��|���}���ñ ��õ�8����äv�A��¬������ ���|�����|���}�������}�}�|�5���v� ���<�����v�<�|�5��� M ¯�û"èPOµw
� £v�7�������� ¡© ¯�û�è ���«�}�<���¡ �ø����ñ  �>���}���5�}�G§��<���v�}� �5�|©}���<�}�|���¡  ���}�7��� ���<�5���}�
�¡��*)�����>�)�>�v���A�±M â w ë���Oµ�¡�O÷������}������ T�5���>�<�����î�>���}���>�)�}���>�<�� �������w � ��  ����©��A*)���7�
���¡ ¢£v�7�������}¤ ¯�û"è �v����ù#�|���¡ ;M â wìëxö�OÊ�}�|���>�A�<�A�� �ø����ñ O����}�}�5�����}�|�5�����2£����<�������}�� 
M â w°ö�Oµw�	 ���|�v����¬��¡£c�}�}�<�|�5���¥�òû�� �}�������}���<�}������© �A§������������|¤}�5������¤c��ä����<å)�A�5���8  �
��£���¬b�������v�x�A��¬����O���<���}�����|�5����©S���<�|�}�}�7���>�����}�� ¡©��`M â w°ö�O����}���<�����}���8 G�j���x��£*

[Ha, ϕa] = 0,
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ϕa(x,P) = (ξ,Pa) − λa(x)
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λa(x)
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ma ≡ 0
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L
ξ
σgik = 0.
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L
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uα = ξσ∂σu

α − uσ∂σξ
α.
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L
ξ
gik = 0; (ma 6≡ 0).
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L
ξ
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a = 0; L

ξ
ji = 0; L

ξ
T ik
a = 0.
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ds̄2 = a2ds2.
M â wçu�ë/O
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gikPiPk = 0;
M â wçu�u�O

H(x,P) = a−2H(x,P) = (2a2)−1gikPiPk;
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[H, ψ̄] = a−2[H, ψ̄] +O2(am).
M â w°u�ö�O
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f(x,P) = f(x,P)+O2(am)
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T
ik
p = a−6T ik

p +O2(am);

ni = a−4ni +O2(am).
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Iab↔cd(Pa) = a−2Iab↔cd(Pa),
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fa(x,P) = fa(η,P4).
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(u, p)fa(x, p)dπa;
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(u, p)[(u, p)−ma]fa(x, p)dπa;
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P = aP/a0,
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N =
(2s+ 1)a30
2π2a3(η)

∞
∫

0

P2dP
exp
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−µ0+
√
m2+P2

T0

]

± 1
,
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ε =
(2s+ 1)a30
2π2a3(η)

∞
∫
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(
√

m2 + a20P2/a2 −m)P2dP
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−µ0+
√
m2+P2

T0

]

± 1
,
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< p >À m.
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e+ γ = e+ γ; e+ e = e+ e; e+ i = e+ i; i+ i = i+ i.
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√
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[
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t
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+ ...
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M ���� l�����v�>�<�����Ä§>���|�5¬)����£�å#�|���Ä�}�¡�������|�ð£
pi
�
∆i
�
n(pi)

�S��w � woOµw
  ���7���*Y�)�>�<�������}���<���}��¤������|�}�|���|�� �å��x©G���<�>���}��� �#������£���¬��|�����

pi + ∆i
�

p′i +∆′
i

�¢���<�5�����}���I������£���¬��������
pi
�
p′i
�}ä�£����5�}

dWn(p+∆)n(p′ +∆′
i),

M â â wçæ�O

�����5§5£���¬��A�A�����>��©}���������}��  ¦ �¥§|�v�<�v�>� ��ä��(�����«�>�A�¥�����}�v�<ø"åY�¡©��8 #���<�>�����#�5���ñ���<�|���
�<�5�v�������ú\�¡£����¡���� �w

	 ���I§��<�����5�\���«����*Y�|���¡ \���} Y�<������ }���}���5���
dW

�����x��� ¦ £��}�����}���}�<��£v�7£}�����
�����¡£¥��¬��>���Y�#�������¥��¬��}�v� � �����}�|���������>�v�>�<�� ����¡ �©U� �¡©O���¥§����v�>�����x���|���� }�����v�>��¬
���� ������5�b�������7©��|�Í��ä�£����5�b�����5��¬b���¡�Þ

dW (p+
∆

2
, p′ +

∆′

2
,∆,∆′),

M â â wé{�O

�¢�<�|�}�� }���}���>��¬¢��ä����A���}���>��

dW (p+
∆

2
, p′ +

∆′

2
,−∆,−∆′).

M â â wìëGO

	 ���5������¬��¡£���ä���÷5���#�<�|�}�� }���}���>���#�������������<�
dW (p, p′,∆,∆i)

�*�}�5�����¥  ¦ £��}�����¡ 
���

∆i
�
∆′

i

w
	"�v�5���<��¬���£\�����7�������<�5���}�¢�-������£���¬��5�v�

pi
ä������>�������� )�>�<�<�������v�<�|���¡ ��a�"�7���¡�

���}��£S���������|�}�j���<���}��
∫

dW (p+
∆

2
, p′ +

∆′

2
,∆,∆′){n(p)n′(p′)− n(p+∆)n′(p′ +∆′)}, M â â wçu�O
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dW = ω(p+
∆

2
, p′ +

∆′

2
,∆,∆′)dτ ′dτ∆,

M â â w ô�O

�:���
dτ ′ = dp′xdp

′
ydp

′
z

�.�
dτ∆

�\�����v�¡§��<�7���|�����T��� ¦¦ �|�}�|���}���¥�����������������5���}�����
�����}�7���5�} �ø"åY�¡©I�>���<���}�}�����|������w¥ûÊ�<�����G��äv���A§|�v�����>�v�ñ���<�5�}�DW y�t�{+Y¡��§����|�}�|�����	���}�7�
���¢�����>�����l�������£���¬��>���

pi


∫

dτ ′dτ∆ω(p+
∆

2
, p′ +

∆′

2
,∆,∆′){n(p)n′(p′)− n(p+∆)n′(p′ +∆′)}. M â â wçö�O

� �¥���5���.���}�<�|�5���¥� M â â w°ö�O8���v�}�}�7���>�} �ø"åY��¤ ��§��������|���}�Z�}���7��� ���<�>�����î�S�Í�<���}�-�
���j�����¡£¥��¬��|�����Sä<���<�>�������v j�>�<���������v�<�|���� ��õ���2���.*)�A�5���8 l�b���¡���������<���}�>���}���}�
∂ji/∂pi

�<�|�}�<�v���b�����<�v�x�
ji
�b������£���¬��5�}�v�õ�����v�>�����<���>���<�v

I = −∂ji
∂pi

,
M â â w ��O

�:���

ji = πe2L
∑

e′2
∫ {

n
∂n′

∂p′k
− n′ ∂n

∂pk

}

u2δik − uiuk

u3
dτ ′.

M â â wæ-�O

ûÊ�<��������äv���A§|�v���}���}�5�������|�|�v���b£����<���}�|�����O�j�>�}£����A�U�7���Aä����>�l�A§¥�<�����|���|¤��>�����¡ 
���}���}�����<�5�U���x� W uA��Y&

∂f

∂t
+
p

m

∂f

∂x
− ∂U

∂x

∂f

∂p
= −∂ji

∂pi
.

M â â wzy|t�O

í'���<���}�|�������¥���v�v�>� ���}��� ���A§��«�v�A�5���ñ  h8i8á_eüjëÐ/l\g8Õ�i8×�Ò õ Ð,l�à+ike�i8hke
Ò §!ÔAd�dGexÐ,l�Ý
¨ g'l�i8dÖlÝ� �>�����|��*U�}�ï�¡�<� ���}����§��<���������!��� ¦ £��}���}�������<�5�����>���>���|���¡ (�	�A�<�ð�
�����<���5���A�������b÷5���¡© ¦ £��}���}��¤G�b�������<��¤l���<�>���S£����<�������}�� �w
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�}�����}���8 ������|�>�<� �}�}�<�|�|���A��¬����v�>�Ý�v���|���A�������ò��� ¦�¦ �|�}�|�}�����¥��¬����2�����|�7���Ä�����4�
�|���<�����}�v�<ø����8 a�>���<���}�}�����|�}�� a�����>�����a���\���¡£�������¡£��5�v���*�O�Y���|�����<�����2���a�}�A�
�>�<�v���v�}����������ä��(�|�}�¥�������Þ�Z�����>���}���>��� �O���<�>���}���������Ê���o�¥©v���� �åY�������Z�>���>�A�<�
���5�7���7��£v������¤ �|�}�>������� �o����©v���� �åY�������ñ o���>�v�>�<�� ����}�T�>�¥�<���}�5���������5�����>�¢���<���}�A�
�<���5�¡ (w
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�5�b���x� W u<�+Y&
∂f

∂t
= − ∂

∂ξi
(Ai(ξ)f) +

1

2

∂2

∂ξi∂ξk
(Bik(ξ)f),

M â â w~y�y+O
�:���

Ai(ξ) = lim
∆t→0

〈∆ξi〉∆t

∆t
; Bik(ξ) = lim

∆t→0
〈∆ξi∆ξk〉∆t

∆t
.

M â â wzy�æ�O

H	�<� £����<�����|���}���	���������������a��� ���}�<�|�5���¥��¬��}���5� �}���}�5�������|�|�v�v�>��£����<�������}�� 
M â â w~y�t�Oµ�� ��A�� }�5���ñ )��� ¦�¦ �|�}�|�}�����¥��¬����2� �U�}���5�}�#���A§������}�}�÷Ñ�h�©ª© exÐ�eZi0/'h>l\g8Õ�i>Ô.j�Ô
õ Ð/l�à�i>eZiUh,Þ §!ÔAd�d/exÐ,l�Ý ¨ g'l�i8dGlAw"ã'���õ�5�}���<���7�������<�õ� �<��� �7��£����<���-�����ñ�������������
���������5�}�}��}�|�}�����|���������x©x�����������|�}��§5£�ø"å����\���<�>���}��£������7�����|�����O���|�¡ �ø����8 j�}���
���<�5�>�5 ����}�Y�����>���������|������*Y�«���<�5�>�5 ������-�}�}�����:©v����������� ���v�>�<���}�������x©���ä��(�|���A��©��
�>�v�>�<�� ������I�����<������©l�|�}�}�¥�<�5���ñ G�������}���5��¬�ø,§��¥�����}���2�«w

¸,¸8¹A� F¬ÇÅËÂÀaÆ%ÇÂÌÂÀ`É�ÊÂÇÂÀ¨Í ÁÅÎPÈPËÂÀaËÅÇ�Ä �!ÃÅÄ É�ÈPÀaÁ«�[Æ%ÀG�^ÃW�PÈ\ I�
ÌÅÎ¿É�Æ%Ç�J

± �¥���������<�5�������������õ���5�}�����}�«�£��������}�|�}�� G�j�v�}�}�7���>�����}�� l���<ùY�|¤l���|���>��������5�¥�
���}��£;�Y���x�Í���<����M â w ô�ö�Oµ�����}�}�5���������5�}�}�I£��������}�|�}�� l�¢÷5�<��¤G���|���}������

∂fa
∂t
− ȧ

a
p
∂fa
∂p

=
1

√

m2a + p2

∑

b,c,d

Iab¿cd(t, p),
M â â w~y�{�O

�����l�b�}�|�������|�}����©
η, p



∂fa
∂η
− a′

a
p
∂fa
∂p

=
a(η)

√

m2a + p2

∑

b,c,d

Iab¿cd(η, p),
M â â w~y5ëGO

�:���'�������v�v¤S��ä��<§��������A�|���ñ S�}�}����§��<�������A S���b���}�����|���
t
�}��ùY�����x©v��� �.���}����§��<���}�

���¥ l���U���������|�}�}��¤j�}�|�}�����|�����v¤
η
�������}�}����

a(η)dη = dt,
M â â wzy�u�O

�)�¥���/*Y�����������7���>���|���¡ G���v�������<�v�;M â w~yA-�Oµ�`M â wçæAtÖO8w
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���5���}�������5�����>���<���¡§|�v���
gik
�����7���>���>�����}�	�>�������}��ùY�|���¡ #�}�����������v�����\ëA� �����¡£¥��¬��|��

(p, p) = m2a,
M â â wzy|ô�O

�}�<��£����<�5���ñ (

T a
S(x) = m2a

∫

P (x)

fa(x, p)dP,
M â â w~y¥ö�O

�:���
T a
S(x)

�	�7���>�l���|�¡§������)÷|�}�|�}�|�}�¡�&������£���¬��|�¢�����>�����l�>�v���A�
a
w

¸,¸8¹,D � ßÈ$�G� ÇÅËÂÆ%ÀGZkÁÅÎ<Ã ÎùÉ�Æ7�<Ã!ÊÅË��PÈ¿ÀaËÂÇ�#°È®de�¿Á���À¯���PÊÅÊ{ÀaÁÅÎ m
� Ã ÎÏËÂÊ Î

� �¥���5� ���v�>�¥�������Ä§¥���Í����£K£��}�}��åY�|�}��  �����<���5���A���n���5���«�}�7©}�����>�����}���-© �<§��<�����A�
���|¤}�5������¤l�����S£v�7�������}�l�5���|¤����}���4�¢�b���}�7���}�<���+*Y�|�}���n���¥�����>���l�5�}�7�����|�5�b���|�}�7�
�Í�<���<�����v�>�a������£���¬��|�a�����ï�>�<�<�������v�<�|���¡ �©¤M �|��w��|���v�5�¡£ ���a�5����w	æ�ö�OCW y�t+Y&�{W y�{+Y&�
W u�u\Y&wa�Ä���������}�������}���-©K�������5�)���Aä����A��©!�}�}�<�|�5���¥�!£�����£��5�x©a���<������©!�>�<�<�������v�<�7�
���}¤U����  �}���<�����}� ���x�Í�)M â w {�t�OÊ����  ��§|�������v�}����©o���<�5�����>���>���|���}¤

fa(p, x
i)
��§¥�<���¡�

�ñ �åY�¡© ����ùY¬¢���O�Aäv�>�<��ø����}��¤G�<�>���}�����}�������¡£¥��¬��|�������}���<�����}���8 G�j���¡��£*

Iab(p) =
2Sb + 1

(2π)3p

∞
∫

0

qdq
√

m2b + q2

4pq
∫

0

ds

16π

1
∫

0

dx|M(s, x)|2×

2π
∫

0

dϕ [fa(p
′)fb(q

′)− fa(p)fb(q)] ,
M â â w~y���O

��£��Í�¢�}�5��ä�©v���������U�������5�¥�����}��¬O���«����*Y���}�� S���� 
p′, q′

���v�7���I�>�<���������v�<�|����¤�

p′ = p−∆p; q′ = q −∆p,
M â â w~yA-�O

�:���

∆p = x(p− q)− cosϕ
√

x(1− x)(4pq − s), M â â wçæAt�O
@B
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ϕ
� £��>���S���B*)��£O������£���¬��|����� �5�¥�¥�����}�v�<ø"åY�¡©��8 o���<�5���}���

s, x
�&���������.�A���������5�}�}�\���}�v�<������������w
� �A���|� �}�}�7�����������4�A�|���ñ (���}�<�Y���}�O�>�<���������v�<�|���� ¡©U�����>�����O�I�|���7���}���K�}�|�}�7�Í���

�5���8 j�}�5ä�����¬�ù#�v¤S������£���¬��_M �|��w��5�}���|�¡£T���¢�>����wÍæ�ö�Oµ�}��w �vw~�

(pa − pc)2 ¿ p2,
M â â wçæxy+O

�}���Ê£��>���������5���>���A£�ø��§����������}�� ¢�}�|�}�����|�����v¤
x→ 1

wG�	�<���� ¢�}���<£�øî�����������|�}��£�ø

x = 1− ξ2, M â â wçæ�æ�O
�����<���5���A� �>���<���}�}�����|�}��¤Ý���A§5�����4�<�5���ñ ï�K�v �� ûÞ�|¤����v���K�������¥�����>���õ�������7�Í�<�v���
�����v�>�K�����¡£¥��¬��|������w ��wz���}� ���A���v�>���õ���<�������|�����

ξ2 ¿ 1
w	±"§ ¦ �v����£���� M â â wçæAt�O

�}�<��£����<�5���ñ (

∆p = (1− ξ2)(p− q)− cosϕξ
√

4pq − s. M â â w°æ<{�O
	'�}�S£����|��*U�}�v�<���}�Z���������v�b�}���v ¡���¡�

ξ2
���A§5���+*Y�|���¡  ¦ £��}�����}¤Z���<�5�����>���>���|���¡ 

§����}���5�«�v�<ø����8 l�b���¡����

f(p′) = f(q) +
df

dq
[cosϕξ

√

4pq − s+ ξ2(p− q)] + 1

2

d2f

dq2
ξ2(4pq − s) cos2 ϕ;

f(q′) = f(p)− df

dp
[cosϕξ

√

4pq − s+ ξ2(p− q)] + 1

2

d2f

dp2
ξ2(4pq − s) cos2 ϕ.

	'�}� �����<���5�}���}�������}���ð�}� £��8���v�<�v¤î�}�|�������|�}�}��¤ �}�}�<�|�5���¥�����-��������¤}�����K���
ξ
�

���5���5§��¡£¡�����}��÷5���v�Ê£ ���} l���¡£¡���}�|�������>�U�������|�5���¥���¢�}�<��£����A�5���8 l���2���.*Y�|������

1

2π

2π
∫

0

dϕ [f(p′)f(q′)− f(p)f(q)] =

f(p)f(q) + (p− q)ξ2
[

f(p)
df(q)

dq
− f(q)df(p)

dp

]

+
M â â wçæ�ëGO

1

4
ξ2(4pq − s)

[

f(p)
d2f(q)

dq2
− 2

df(p)

dp

df(q)

dq
+ f(q)

d2f(p)

dp2

]

.
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x
� �����|�� }���ñ  ��ä��<§��������>�

���¡ (w

A =

1
∫

0

|F (s, x)|2(1− x)ds; B =

1
∫

0

x|F (s, x)|2dx, M â â w°æ�u�O

�¥���l�}�<��

A+B =

1
∫

0

|F (s, x)|2dx. M â â w°æ<ô�O

�����>�v�ñ���<�|���;M â w ô<ëGOµ�`M â w ô�u�O������5�5�U���|�>�<�U�>�������}��ùY�|�}�}��

A+B ≈ 32π2

Λ(s)
, A ≈ 16π2

Λ(s)
.
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�}�v�Ê£

F (s, x) ≈ F (x)
���A�<�Z�}�<�

A ≈ .{ojq0rts
, B ≈ .{o°q±rts w�ûÞ�v�:�Í�b�}���7���#�������|�5���x�

�}�������}�� l�}�U���|�}�������}�}��¤
s
�b�}�<��£������}�}�v�Ý���«����*Y���}�������}�<��£����A�5���8 �

Iab(p) = A
2Sb + 1

(4π)3p

∞
∫

0

dq

{[

f(p)
df(q)

dq
− f(q)df(p)

dp

]

+

+ 2p2q2
[

f(p)
d2f(q)

dq2
− 2

df(p)

dp

df(q)

dq
+ f(q)

d2f(p)

dp2

]}

� �¥���5�U�}�}����§����|�������ñ ��������|�5���}�}���v�<����� �}�Z�����>�| ��Ä�l���<�5��� ���}�<�|�5���¥�����Þ�>�������x�
*)�<åY�|�>�U�<�<�v�}�«�\�����v�¡§����|�������\�}�U���|�}�������}�}��¤

q
���}���j÷5�<����

∞
∫

0

q2
d2f(q)

dq2
dq = q2

df(q)

dq

∣

∣

∣

∣

∞

0

− 2

∞
∫

0

q
df(q)

dq
dq =

= − 2qf(q)|∞0 + 2

∞
∫

0

f(q)q2dq = 2

∞
∫

0

f(q)q2dq,

�:����£��}�<�|�}��

lim
q→∞

qnf(q) = 0, (0 ≤ n ≤ 3),
M â â w°æ�ö�O

�I£v�7�������}�������|��ä�©v�|���������T���� Ý�:©v���������v�>���Ý���«����*Y�|����¤ò���} Ý���������}���>��� �}���7���
���<�>�����l�j÷|�}�|�}�|�}��w
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�<�|�|���A� �����}����© �>���<���}�}�����|�}��¤ �}�����}�����A�|�ð�v���������<�<�>��¬��}� ¦ �����Ê£ �#�����v�����¥�
	"�����}�¡�}

Iab(p) = A
2S + 1

4(2π)3p

∂

∂p



p2
∞
∫

0

q2
(

f(q)
∂f(p)

∂p
− f(p)∂f(q)

∂q

)

dq



 .
M â â wçæA��O

¸,¸8¹²T � À�ÃÅÄ[Æ%ÇÂÈPÇ!É�Æ<É�Ê��PÀ¨ÊÂÇÂËÂÀaÆ%ÇÂÌÂÀ`É�Ê��¿À¬Í[ÁÅÎÏÈ¿ËÂÀaËÂÇÂÀ°Æ%Ç��ÅÎ
���PÊÅÊ{ÀaÁÅÎ mS� Ã ÎPËÂÊ Î

	 ���7�����������>�¥�����v�����#�����}£��}�|�����v�>�������<���5���A�����>�<���������v�<�|����¤\� ¦ �v�����{�#�����v�����¥�
	"�����}�¡�NM â â w°æ<��O'�l���}�}�5�����}�|�5�����U£����<���}�|�����¶M â â w~y|{ÖOµ�(�}���>���7���}�5�U���}�c£���¬����������7�
�� }���������>���5���¡©S§��������|���� ¡©S�����¡£¥��¬��|�

p
�}�����<�����}���8 G�j���¡��£*

∂fa
∂t
− ȧ

a
p
∂fa
∂p

= A
2S + 1

4(2π)3p2
×

∂

∂p



p2
∞
∫

0

q2
(

f(q)
∂f(p)

∂p
− f(p)∂f(q)

∂q

)

dq



 .
M â â wçæ.-�O

�Ý�}�>§5£¥��¬��¥�<�<��}���>���7��£�ø"å#���>���������|�5���}�}���v�<���¡ j�}�¢�����>�| �� �Y£����<�����|�����øM â â wçæ.-�O
�'£��}�5�<���õ�>�������}��ùY�|�}��¤�

n(η) =
4π(2S + 1)

(2π)3

∞
∫

0

q2f(q, η)dq,
M â â w {�t�O

M �¡���������v�>��¬O���}�>���¢���<�5���}�>Oµ�

TS(η) =
4π(2S + 1)

(2π)3

∞
∫

0

qf(q, η)dq,
M â â w {}y+O

M �7���7�j�<�|��§|�����Y÷|�}�|���5�}�¡� ������£���¬����Y�����>�����'Oµ��£����<���}�|�����M â â w°æ]-�O����}���������<�5�¢���x�Þ

∂fa
∂η
− a′

a
p
∂fa
∂p

=
A

p2
∂

∂p
p2
[

n(η)
∂f(p)

∂p
+ 2TS(η)f(p)

]

.
M â â wé{væ�O
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� �������¡��©b���<�|�|���A���}�����<������¤O���|���>���U��£���¬����������5�} ����}���}�5���|�v�v¤O��ä<���<�5���U���7���>�}�
�>��������}�|���A§5���}�������v�>���S���<�>���}�S�����|ø����8 o§��<������� �5�|©}���<�}�|���¡ T���}�>�������<�>�������}�
�}�>§5£���¬��¥�<�<��

n(η)a3(η) =
.pojq0rts ⇒ n(η) =

n∗
a(η)3

.
M â â wé{�{�O

��£��}���<�|���|�A��¬����v¤��5���>�<�����O�7���}�����ôM
G = ~ = c = 1

O���«ä��|�}���ü�����5ù#�A�Aäv�}�2¤
¦ �<�}�<���G�b���¡����

a(t) =
√
2t = η,

�¥��� �}�<�����¬� �����}£��������}���v���5���}¤ 	 ���v���|���Y���}�����|����M
η = 1, t = 1

2

O
a = 1

�
n = n0

�
�Í�¥���5���v�7£�å#�|�5���A�� }�5���ñ S���|�}�7©v���G�S�¥���j���¥§��2���A�����v�Ê£�dGÔ\i´© Ô�ÐGÒ!i'Ô�Ò õ h,Ò!Ü õ gUÕGc õ
P �������<�v�}�2¤  ��<�} ��5���8  �}�}�<�|�5���¥���v�ü�����/*Y���}�� ï�5����ä������}�-© ���<�>���}�ï�!���5�����}���
�Y�}�¡�Í���<����M â w ôvö�Oµ���}� ¦ �v����£����ÅM â w°ö�u�O*�A�<�Y����� �����¡���<���������|�}��¤Y�������|�}�����}�����|���
p = P wPJ	���8�����5�}�ßM â â wé{�tÖO8�{M â â w {}y+O\� M â wçö�u�OI�����|�� ����ñ ò����� ¦ �v���������l�¡�������}���5���
���}�7���¢���<�>���}�l�l�¡���������v�>��¬U÷|�}�|���5�}��

n∗(η) =
4π(2S + 1)

(2π)3

∞
∫

0

f(η,P)P2dP (=
.pojq0rts

= n0);

ε∗(η) =
4π(2S + 1)

(2π)3

∞
∫

0

f(η,P)P3dP ,

�)�¥���/*Y�Y�5���>�����}¤l����� ¦ �v�������«¤G������£���¬��_M ÷|�}�|�}�|�¡ kOµ

< P >=
ε∗(η)

n∗(η)
,

M â â wé{AëGO

�¥���l�}�<��

n =
n∗
a3

; ε =
ε∗
a4

; ⇒ ε =< p > n,
M â â wé{vu�O

�:����

< p >=
< P >

a
.

�	�7���7���>�������4M â â wé{vu�O#���2�������� }�5���ñ õ�õ�>���������vù#�|���}�o���} õ���v� ¦ �������}�-©õ���������}�A�
�>�<��¤�

ε∗(η) =< P(η) > n∗.
M â â wé{�ô�O
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�����¡£¥��¬��|���

β(η)
��}�v���våY¬�øü�������vù#�|���¡ (

β(η)n∗ =
4π(2S + 1)

(2π)3

∞
∫

0

f(η,P)PdP . M â â wé{vö�O

J �}�v����åY¬�ø ���<�>���|������©K��ä���§������}�|���}¤K£��������}�|�}�}��M â â w {�æ�O'�}���}���|���}���ñ  �Kä��<���5�
��§5 �å����v¤ ¦ ������������}���5�}�<�>��¬��}� ¦ £������}���

f(η,P) M �|�«w~�}���<���}�����|�������¥§5���}�������
�����}���<�}��� W y�t+Y&�`W y�{+Y7O8

∂f

∂η
=
An∗
P2

∂

∂PP
2

(

∂f

∂P + 2β(η)f

)

.
M â â wé{���O

�	�7���7���>�������j�����}�7���5���|���� ¨M â â wé{vö�O ¦ £����}���� 
β(η)

�|�����n ��<�} ��5���ñ õ�����<���5���A�����
��� ¦ £����}���}�o�����5�����7���>���|���¡ (wvûÊ�<����� ��äv���A§|�v���v�}�|�|�������v O���I���}�|ù��}ø"øð���}���>�<�<�
�A£v�Ê£��������}�|����� M â â wé{���OI���>�A�A�5���ñ ò�������|�5�}�A� ��� ¦�¦ �|�}�|���}���A��¬��}� ��w (������5�������������
£���¬����������5�} ����������>���5�¡�¥ G���<�����v�<�|�|���A  ¦ £����}���¡ Z�����5�}�}�7���>���|�}�� �

f0 = C(η)e−2β(η)P , M â â wé{�-�O

�:���
C(η)

���}�}����§����<��¬����¥  ¦ £��}���}�� ��Í��ä����<å��<�5� � �¡£¥��¬o�����}£��}�|���}�2¤n���}�<�|�5���¥�
�>�<�������}���<���}��¤�wH��<� �<§��������<�5�����}�<�o�\�<�|�}�|�}�}�Y���������|�}�

η → ∞ ���|ùY�|�����I£������¥�
�}�|�}�� #M â â w {���O'�5�������������ñ  � ���<���}�����|�5�}�v�Ê£K���<�5�����>���>���|���}ø M â â wé{�-�O��b�<�������|�����
�A£��}��¤�

T (η) =
a(η)

β(η)
⇒ T∗ = β−1(η),

M â â w ë�t�O
�:���

T∗
�	�v�v� ¦ ���������¥ l�<�����}�|���A�<£����}w

¸,¸8¹Ab µ ÎÏÆ%ÀG��ÎPÆ%ÇÂÌÂÀ`É�Ê Î<Ä �]�G� À�Ã�X ËÅÎ �¿É�Ë��¿ÈPÀ
ÇÂËÅÆ%À<Z�Á�� m � ÇYdad¤ÀaÁÅÀaË�JÂÇÅÎ<Ã�XPËY�$Z[� Í Á!ÎÏÈPËÅÀaËÂÇ�Ä Æ%Ç��ÅÎ
���PÊÅÊ{ÀaÁÅÎ mS� Ã ÎPËÂÊ Î

èÕ�<�5�|�����������,���>�>���|�}��£�ø ���l£���¬����������>�� }���}���}�5���5���v¤ �5�¥�¥����� ���<�|ùY�����|���� ��Þ���A�
�:�Í� E À Eu

���ñ��� Eu �O���<�x�5�����¥��¬����¥ Ä���<�5�|� ���>�7© �����>��������£������>���A£�ø"å��x©��
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ä<£������ï���������4�<��¬b�|�v��¤¡���}���>�v���2�«w

	"�������4�<�5���ñ (�Þ����� E �����������¥ ò�¡�������}���5��¬a÷|�}�|�}�|�}� ���<�<�|���}����� E∗ �'�|� ���v�x�¦ �����������§������}�|������w�ûÞ�v�:�Í�)��§£����<�������}��¤�H�¤}��ùY�<�|¤����b�>���7��£��5��

E =
3

32πt2
=

3

8πa4
=

3

8πη4
⇒ E∗ =

3

8π
.

M â â wìë�y+O

� �¥���5�a�����5�|����������� ÷|�<����ø"���}ø �|�<�|��©��<���¡��������©î���<�5���}���������ñ��� �}���7���ò���<���}�A�
�<���5�}�-©l�����>�����Z�U��ä������>���G÷|�����}�5��¤G���v�� ����x�O�G�}�,*Y�#£��}�}�¥���}�}���5�o�}�}�7���>�����

nT�>�v���A§>���U���|�}¬�ù#�I�}���7���¢�5�<�|��©����|�¡��������©j���<�>�����l�b�5���|¤��������>������¤S��ä������>�����

nT ¿ n.
M â â wìëxæ�O

� ÷5���v�õ�7��£����<� E = ε
�}�A�<�l�}�<��

ε∗ '
3

8π
=
.{o°q±rts

.
M â â wìëv{�O

� �} l�������}���<���5�}�-©S���<�5�����>���>���|���}¤T£¥��¬������<�}�>�� }���������>���5���x©G���<�5���}��

fT =
1

e
p
T ± 1

,
M â â wìë�ëGO

�:���
+1

�>���������5���>���A£��5� ¦ �|�������v������� −1 ��ä��<§|�v�������Õ���������}���>��¬K�}���7���n���<�>�����
M â â w {�t�O����<�����}

nT = µn
2S + 1

π2
T 3ζ(3),

M â â w ë¡u�O
�:���#�5�¥�A���}�>���}�}���5�}��¤ ¦ �����<�v�

µn = 1
�	���� Gä��<§|�v���v�U�

µn = 3/4
�����}  ¦ �|�����¡�

���}�����
T
�2�<�����������<�A£����}w�J	�������<�|���>���<£�ø"åY�}�O�������}���<���5�}�«�¢���������}���>���c÷|�����}�5��¤

���<������

εT = µε
2S + 1

30π2
T 4,

M â â wìëvô�O
�:�����>�¥�<�����>�����}�|�5���}¤ ¦ �<�}�<���

µε = 1
���� Tä��<§����}�����

µε = 7/8
����  ¦ �|�����}���}����w

J�£}�.���<�����A K���������}���>��¬j÷����|���5���!���<�����v�<�|�|���v¤n£���¬����������5�} ����}�����>���5����¤ ���v���}�A�
�}�|����������������

εT =
g

30π2
T 4,

M â â wìëxö�O
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g
�	�>�¥�<�����>�����}�|�5���}¤ ¦ �<�}�<�v��

g =
∑

B

(2S + 1) +
7

8

∑

F

(2S + 1),

�:���I�7£}�������}�������}�}�I���}���<���������8 G���U���>��� ���|�¡�������2�õä���§|�������ï� ¦ �|�����}��������w
ª � �<���ñ��� ���>���7���>�����}�	§����v�v���"�>��©}���<�}�|�}�� Y÷|�����}�5���Y�\£����<�������}��¤ªH�¤��}ùY�<�|¤����

���<�U*b�}� ���«�}�<���¡ ���¬��ñ l���<���|�}�5���<��

ε∗ + gT 4∗ =
3

8π
,

M â â wìëv��O
�:���

T∗(η) = Ta(η).

J	�������}��ùY�|������M â â wìëv�ÖO����+*b�}�Y���<�5�|�.�A�����}�v�A��¬Y�x���¢£����<�����|���}�«���� U�������7���>���|���¡ 
�<�������|���A�<£��}�ü���<�����v�<�|�5�}��¤j���v���}���}�|�}��� M �}�|���}��ä��}���5���G�|��w��ÛW y|t�Y �`W y|{�Y�Oµw

�Ä÷|�<��¤c�ñ���<���¢�����5�|���<�����}�v�A�5���8 !÷|���<��ø"�}�� c�5�<�|��©��<���¡��������¤K���v���}���}�|�}��� ���
���<���}�¡©!�>�¥�¥���� ¡©!�����5ùY���}�|�}�� ����v�v�:�Í�o���2�������� }�5���ñ n£��7���v���}�

εT ¿ ε
�������K���<�

�<�+*Y�#�|��������
gT 4∗ ¿

3

8π
.

M â â wìë�-�O
ûÞ���ñ���

ε∗ =
3

8π
,

M â â wçuAt�O
�j���7���7���5�����}�_M â â wé{�{�Oµ�`M â â wé{�ôÖO����2�������� }�|���ñ l�>�������}��ùY�|�}�}��

< P(η) >= 3

8πn∗
=
.{o°q±rts

= P0,
M â â wçuxy+O
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P0 À 1.
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3
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β(η)


β(η) ∼ 1

P0
¿ 1.
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x =
P
P0
.
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∞
∫

0

f(η, x)x2dx =
3π

4(2S + 1)

1

P40
.
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f(η, x) ∼ 1

P40
.
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f(η, x) =
3π

4(2S + 1)

G(η, x)
P40

,
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∞
∫

0

G(η, x)x2dx = 1;
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∞
∫

0

G(η, x)x3dx = 1.
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β(η) =
b(η)

P0
,
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b(η) =

∞
∫

0

G(η, x)xdx; M â â w ô�y�O
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τ


τ =
3Aη

8πP30
,

M â â wéôvæ�O

�U�����v�}���A�<�5��¬����#§����}��ù#���K£��������}�|�}�}��M â â wìë�y+O������}���5�}�<�>��¬��}� ¦ £������}��� G(τ, x) �
¦ ��������

∂G
∂τ

=
1

x2
∂

∂x
x2
(

∂G
∂x

+ 2b(τ)G
)

.
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G(0, x) = G(x); lim
x→∞

G(τ, x)x3 = 0,
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���}�������c���>���7���>�����}� M â â wçuAô�Oµ�>M â â w°u<��O ¦ £������}�� 
G(x)
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∞
∫

0

G(x)x2dx = 1;
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∞
∫

0

G(x)x3dx = 1.
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b(τ) ≈ .pojq0rts
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G(τ, x) = T (τ)X(x),
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T = e−λ2τ ,
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xX ′′ + 2X ′(1 + bx) +X(λ2x+ 4b) = 0.
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ó �>���
Xλ(x)

������ù#�|������£��������}�|�}�� ±M â â â w°æ�Oµ�����"��ävå#�5�	�}�|ù#���}�}�.£����<���}�|���¡ ±M â â w ô�{�O
���+*U���b§����}���|�A��¬b�b���¡����

G(τ, x) =
∞
∫

0

Xλ(x)e
−λ2τdλ.
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Φ(α, γ, z)
�
Ψ(α, γ, z)

M ����� ¦ £������}��¤º¹8h8á áeZÝ
d/exÐ/l\O8�

Mµ,1/2(z)
�
Wµ,1/2(z)



Xλ(x) =
e−bx

x

[

C1(λ)M−iµ,1/2(2i
√

λ2 − b2x) +

+ C2(λ)W−iµ,1/2(2i
√

λ2 − b2x)
]

,
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µ =
b√

λ2 − b2
.

� ���<�>�����v�>�������b�7�}£����A�
b = 0

�����}£������
µ = 0

�

Xλ(x) =
1

x

[

C1(λ)M0,1/2(2iλx) + C2(λ)W0,1/2(2iλx)
]
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Iµ(z)
�
Kµ(z)

W -�-�Y 

W0,µ(z) =

√

z

π
Kµ

(z

2

)

;

M0,µ(z) = 22µΓ(µ+ 1)
√
zIµ

(z

2

)

,
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Jµ(z)
�
H(2)(z)
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Iµ(z) = e

iπ

2 Jµ



ze
−iπ

2



 , (∀ z| − π

2
<
�½¼¿¾

(z) < π),

Kµ(z) = −
iπ

2
e
−iπµ

2 H(2)



ze
−iπ
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Xλ(x) =
√
2λx

[

C1(λ)
√
πei3π/4J 1

2
(λx) +

+C2(λ)e
−i3π/4

√
1πH

(2)
1
2

(λx)
]

.
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J 1
2
(z) =

√

2

πz
sin z; H

(2)
1
2

(z) = i

√

2

πz
e−iz,
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G(τ, x) =
∞
∫

0

P (λ)e−λ2τ+iλxdλ.
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b = 0
�����<���ñ������� ¦ £����}����ø G(τ, x) �����}£��

�����ò£����<�����|���}����|�¡�������}���<�������v�>����

∂G
∂τ

=
1

x2
∂

∂x
x2
(

∂G
∂x

)

,
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U(x, y, z, 0) = U0(x, y, z)
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U(~r, t) =
1

8πt3/2

∫

V0

U0(~r0)e
−(~r − ~r0)2

4t dV0
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~r0 = (0, 0, r)
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x = r0 cosφ cos θ; y = r0 sinφ cos θ; z = r0 sin θ

⇒ (~r − ~r0)2 = r20 + r2 − 2rr0 sin θ

�)���}���<�>�����a���}�<�|�5�������v���<���}�2�}�'£��ñ�������2�!���|�}�����|�����2���<���}�>§5£���¬��¥�A���2�}�<��£��}���
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G(τ, x) = 1

2x
√
πτ

∞
∫

0

G(y)






e
−(x− y)2

4τ − e
−(x+ y)2

4τ






ydy.
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G(0, x) = G0k
3

(k2 + x2)3/2
χ(x0 − x),
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χ(x)
�	�>�<£����|�����A�¥�A  ¦ £��}���}�� �

χ(x) =

{

0, x ≤ 0,

1, x > 0
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��w ��wz�(�}���
x0 > x À k G(0, x) ≈ G0/x

3 �&÷|�}�|�}�|�¡ c�����5�����7���>���|���S���<���}�v���|�}�}��w
� �<�j���v�>�<�� ��������

k
�
G0

���<�U*U�}� äv����¬c�������7���>���|��� �¡§G�����}� �>�������}��ùY�|���}¤
�}�������}�}�����}� M â â w ô�u�Oµ�`M â â w ô�ô�Oµw�ûÊ���}���ï��ä����¥§|�����}�}�<��£������Ý�>�������}��ù#���}�� �

1 = G0k
3

(

ln(ζ +
√

1 + ζ2)− ζ
√

1 + ζ2

)

;
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1 = G0k
4

(

ζ2 + 2
√

1 + ζ2
− 2

)

,
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�:���

ζ =
x0
k
.
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G0, x0, k
�����5���î�����S£����<���}�|���¡ #M â â wé��t�Oµ�

M â â w �}y+Oµ�x���}� ÷5�<��� ������� ���<�������|�����¡���<�������������
ζ
�����5�¥�A�|���ñ  �|�<��ä��������2��w}ã ���5ø��Í�

���<¤¡�����«

G0k
3 =

√

1 + ζ2
√

1 + ζ2 ln(ζ +
√

1 + ζ2)− ζ
;
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k =

√

1 + ζ2 ln(ζ +
√

1 + ζ2)− ζ
ζ2 + 2− 2

√

1 + ζ2
.
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G(u, τ ; ζ) = 1

2u
√
πτ

√

1 + ζ2(ζ2 + 2− 2
√

1 + ζ2)3

[
√

1 + ζ2 ln(ζ +
√

1 + ζ2)− ζ]4
×

×
ζ
∫

0

[

e
−
k2(z − u)2

4τ − e
−
k2(z + u)2

4τ
] zdz,

(1 + z2)3/2
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í ��î Φ(z = u) =
u

(u2 + 1)3/2
' 1

u2
.
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2∆z
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1

2u3
= e−

k2∆z
4τ

1

u3
,
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2∆z =
4
√
τ ln 2

k
.

ûÊ�<�����ï��äv���A§|�v�����}�<��£��}���ï�v�����}��£*

G ∼















1
x3 x < x0;

e−x2/4τ , x > x0.
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b(τ) = 0
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G0(x) =
A

eξx−y + 1
,

km]_]_]_n¼»Dr

h�OHM
A
U
ξ
U
y
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y
U

RN:=�jONMdw�º

ξ(y) =

∞
∫

0

t3dt

e(t−y) + 1

∞
∫

0

t2dt

e(t−y) + 1

;A(y) =
ξ3(y)

∞
∫

0

t2dt

e(t−y) + 1
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J1(y) =

∞
∫

0

tdt

e(t−y) + 1
= y

∞
∫

0

dx

ex + 1
+

∞
∫

0

xdx

ex + 1
+

+y

y
∫

0

dx

e−x + 1
−

y
∫

0

xdx

ex + 1
.
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J2(y) =

∞
∫

0

t2dt

e(t−y) + 1
= y2

∞
∫

0

dx

ex + 1
+ 2y

∞
∫

0

xdx

ex + 1
+

+

∞
∫

0

x2dx

ex + 1
+ y2

y
∫

0

dx

e−x + 1
− 2y

y
∫

0

xdx

ex + 1
+

y
∫

0

x2dx

ex + 1
.
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J3(y) =

∞
∫

0

t3dt

e(t−y) + 1
= y3

∞
∫

0

dx

ex + 1
+ 3y2

∞
∫

0

xdx

ex + 1
+

+3y

∞
∫

0

x2dx

ex + 1
+

∞
∫

0

x3dx

ex + 1
+ y3

y
∫

0

dx

e−x + 1
−

−3y2
y
∫

0

xdx

ex + 1
+ 3y

y
∫

0

x2dx

ex + 1
−

y
∫

0

x3dx

ex + 1
.
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ζ
}�¹©W@RS<J�SGJ�úµ�GNw�:=RN:âGsXJGSIKMiE�û±MY`JRjWFESEHG

kÔIYw�n¼USRN:=>J`SGNw�MY`ýüþ�Q�Fÿðr�º
∞
∫

0

xn−1

ex + 1
dx = (1− 21−n)Γ(n)ζ(n);

km]_]_]_npor

∞
∫

0

x2n−1

ex + 1
dx =

22n−1 − 1

2n
π2nBn

km]_]_]_n��	r

G�PQP=?dOJT�{	MiBD`J:CBDw�MY`JRSv�M�¹eW@RJ<S�JGJG�º

S(n, y) =

y
∫

0

xn

e−x + 1
dx, (n = 0, 1, 2, ...),

km]_]_]_n��r

k
S(0, y) = ln(1 + ey)/2

r¶>@?	ESW@XJGNwÜPQv�`N:F¾sMYRJGjT�ONESTýkm]_]_]_npqrm}Ãkm]_]_]_nã�Qr�º

J1(y) = y ln 2 +
π2

12
+ yS(0, y)− S(1, y); km]_]_]_np�r

J2(y) = y2 ln 2 + y
π2

6
+

3

2
ζ(3) + y2S(0, y)−

2yS(1, y) + S(2, y);
km]_]_]_n¼»��r

J3(y) = y3 ln 2 + y2
π2

4
+ y

9

2
ζ(3) +

7

120
π4+

y3S(0, y)− 3y2S(1, y) + 3yS(2, y)− S(3, y). k�]_]_]�n »	»Fr
Ûa:=<JGNw ?Q{Q`N:FBY?gw�UóRN:=�jONMdwlIú>S?w�?Q�szQ� P	P	MLONMdRSRJv�~�¹©W@RS<J�SGJ��km]_]_]_n�qgr�}Ãkm]_]_]_nà�	r;P	v�}
`N:F¾sMYRJG@M�OJEJT

b(τ)
º

b0(y) = A(y)

∞
∫

0

xdx

eξ(y)x−y + 1
≡

A(y)

ξ2(y)

∞
∫

0

xdx

ex−y + 1
=
J3(y)J1(y)

J22 (y)
.

km]_]_]_n¼»Dß	r

�©`@MiOHIifC:=P=EJMYRJGSMckm]_]_]_nàß	r�XSMY`@MKBâ¹eW@RJ<S�JGJG
S(n, y)

U
ζ
}a¹eW@RJ<S�JGSG�µ�GJw�:	RJ:^G¿ONWj{=EHGA}

`S?QPQ:	RSGSMsGj~,P � 9�á OHMiE\:CMKf�{Q?=ENMKMc>J`S?QIif	v�w�XJGJILEJMdRSRJv�M�`J:	IKX@MYf	v;nVµóMiBKWFENzDfF:=f	v
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ξ(y)
}Çw�?QRS?	f=?RSRS?�P=?	Bd`J:	IifF:	����:CTVUN:

A(y)
}éw�?R@?Qf=?QRJR@?�Wj{v�P:=����:CT�¹©W@RS<J�JGjT§n

3.16
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3.3

3.32
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������� ç	ØgÏ��°ÊFï��§ìDÎFïFøFÊFÊ
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Æ
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y

	�
������� ç	ØgÏ��°ÊFï��§ìDÎFïFøFÊFÊ
A(y)
Æ

� GSf=?QhiMU°RS?Q`Nw�GJ`@?PQ:	RSRN:FT�RJ:DXN:FEHz	RN:FT ¹©W@RS<J�JGjT `J:	IK>J`@MLOHMiENMYRJGjTÞ?Q>J`@MLOHMiEJTj}
MKf	I�T�?dOHRJGNwÜ>J`@?GjBdP	?=EHz	RJvxwÜ>N:=`N:	w�MKf	`S?w�U

y
º

G0(x, y) =
A(y)

eξ(y)x−y + 1
,

km]_]_]_n¼»Yqr

<g?	f=?`Svx� W@>J`J:	PCEJTSMKf|Iif=MY>SMYRJz	� RSMY`N:=P	RS?QP	MYIKRS?QIifQG RJ:DXJ:CENzQR@?hi?|`N:=IK>J`@MiONMiENMYRJGjT
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�����! #"� $&%(')%+*!,.-�/.01-�/32�4�5)26/879%+-!-�/.0:2;%)<>=)260@?60>*�0>-!5�0
G0(x, y)

7BAC%+7.5�<>5�4/.<ED85F/.DG=H%I2;%J40ED32;%
y
ëJ<>7�0@2yê9K�7.-!5�Akë

y = 1 L
y = 3 L y = 10 M�N /)'�0C'O-�/8PQ*!5!-!5�0>PQ=�/8R!%JAC%+-�/S2;%+7.-�/87�0E<>-�/.0
2;%)<>=)260@?60>*�0>-�5�0UTWVXV>V MZY\[+M
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RJGjT�W@`J:	P	RSMYRSG@T�km]_]_npo	qgr�UA>S?=EJW@X@MdRSRS?Qhi?�RJ:�?QIKRS?QP	Mâ?	{�cMY`SMiEJTSf	GJP	GJIif	IY<SGj~�<JGSRSMKf	Gj}
XSMYIK<JGA~ýW@`N:=PQR@MYRJGJ��U�fC:=<@¾sM�ON?	ES¾úRJv WDON?PCENMKf	P	?Q`TSf	z|�Yf	GJw/BD:=<g?QRN:	w�ni�e?	�Yf=?waW
RSMK?	{d~?dOHGNw�?ú>S`S?QP	MY`SGSf	z��Yf=?	fú¹^:=<SfDn

n;w�R@?D¾¿:FT�?Q{	M,XN:=IKf	G)W@`N:=P	RSMYRJGjT/km]_]�n�o	qgr¿RN:
x2
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XJGJw�º

d

dτ

∞
∫

0

x2G(x, τ)dx =

[

x2
(

∂G

∂x
+ 2b(τ)G

)]∣

∣

∣

∣

∞

0

.
km]_]_]_n¼»iäAr

�e?=E\:=hL:FT�P�O¤:FEHz	RSMY�SbsMdw�º

lim
x→0

x2G; lim
x→0

x2
∂G

∂x
= 0;

km]_]_]_n »F�	r

lim
x→∞

x2G = 0; lim
x→∞

x2
∂G

∂x
= 0;

km]_]_]_n »dor
>S?=EJW@XSGNwÜG@B*km]_]_]�n »iäjr�º

∞
∫

0

x2G(x, τ)dx = Const.
km]_]_]_n¼»t�	r

� ?htE\:=IKRS?�km]_]_npo�Qr�>@?Iif=?DTJRJRJ:CT�P�>S`N:=P	?Q��XJ:	Iif	Gýkm]_]_]_n¼»t�	r¶`J:	P	RN:�»	n
n;w�R@?D¾¿:FT�f=Md>@MY`Jz¿?Q{	M�XN:=IifQG!km]_]�n�o	qgr�RN:

x3
G�GJR@f=MdhK`SGJ`@W	T�>@?	ESW@XSMYRJR@?QM^P	v�`N:D}

¾sMYRJG@Mc>@?úPQIiMdwaW�GSRSf=MY`JPQ:CESWUHRJ:	�AOHMdw�º

d

dτ

∞
∫

0

x3G(x, τ)dx =

[

x3
(

∂G

∂x
+ 2b(τ)G

)]∣

∣

∣

∣

∞

0

−

−
∞
∫

0

x2
(

∂G

∂x
+ 2b(τ)G

)

dx
km]_]_]_n »H�r

n©XJG@f	vxPQ:CT�km]_]_]_n »F�	r�U°km]_]_]_n¼»t�	r�U°km]_]_npoCäjr�G�MY�cM�`N:FBsGJRSf=MYhK`JGS`@W	T�>S?=EJW@X@MYRJRS?	MsP	v�`N:D}
¾sMYRJG@Mc>@?úXN:=IifdTNwÜP�km]_]_]_n »H�r�UJRN:=�jOHMdw�º

d

dτ

∞
∫

0

x3G(x, τ)dx = − x2G
∣

∣

∞
0
+ 2

∞
∫

0

xGdx− 2b(τ)

∞
∫

0

x2Gdx.
km]_]_]_n »d�r

n©XJG@f	vxPQ:CT¿Ii?Q?	f	RS?QbsMYRSG@T�km]_]_npq��Qr�U km]_]_n�og�	r�UF:âfF:	<j¾sM^km]_]_]_n¼»D�Qr�U km]_]_]_n »��	r�UD>S?=EJW@XJGJw�UCRN:D}
<g?QRSMY�VUJG@B*km]_]_]_n¼»Y�gr�º

∞
∫

0

x3G(x, τ)dx = Const.
km]_]_]_nàß��r
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IK>J`J:	P=MLONEHGSP:�f	MK?Q`SMdw�:Sn

uwvyx{zlvy|~} n��������;�����t�B�J� �g�J������B�t���������y���)����������\�g���C�t�����U�C�g�����{������������9�
� ��������������������{� �~�H���y�8�����I¡~�{�����y�Q¢3£J£!¤>¥;¦�§d�������¨©���)�«ª6���y�H�¬���!®;�����B�����������{�H���
���������°¯����J����¯G��������±�³²��B�8���.���g¤
¸�EJT�P	vx>@?	ENRSMYRJGjT¿Ii?Q?	f	RS?QbsMYRJGS��km]_]_]_n¼»D�Qr�USkm]_]_]�n »t�Qr�U@km]_]�n�o	ogr�ON?IifF:=f=?QXJR@?NU	X@f	?	{Qv

¹©W@RS<J�SG@T
G(x)

>S?,>S?Q`T@OH<@W!P	MiENGJXJGSRJv WDON?PCENMKf	P=?`T@E\:�ILEJMiOJW@����GJw�>J`@MiONMiEHzF}
RJvxwÜRSMY`N:=P=MdRSIifQPQ:	w�º

G(x)
∣

∣

x→0 <
1

x
, G(x)

∣

∣

x→∞ <
1

x3
.

km]_]_]_nàßA»Dr
´ :	w�MKf	GNw fF:	<j¾sMQU¶XSf=?�P	vx>@?	ENRSMYRJG@M,BD:=<g?RJ:�IK?Y~S`N:=RSMYRJGjTu�YRSMY`JhKGJG)?	{QMYIK>SMYXSGJPQ:F}
MKf	I�TýGJw�MdRSRS?,RN:FEHGSXJGSMdw�X@ENMYRJ:�Iú<g?Q�Y¹;¹�GJ�SGSMYRSf=?w

b(τ)
P�>J`J:	P=?��XN:=IKf	GÀO\GS¹e}

¹©WABdG@?RSRS?QhK?¿W@`N:=PQR@MdRSG@T�km]_]_npo	qgr�US?	f	ILWjfQIif	PQG@Mc<g?Qf=?Q`S?Qhi?�R@M;W@XJGSf	v�P:CMKf�>J`@?�@MYIYIY:
>SMY`@Md<A:DXJ<SG��YRSMY`ShYGSG�>S`JG�w�:CENv¶~�PQ`@MDw�MYRN:D~��YP=?	EN���JGSGVn

 @ j 8¹3µ ¶�¨i·�£;¬&¸ ¥§¦e¡e¥ h ³©¨�e.¦©¥§¦e¡�ª jy¬�_f_�¥§³;¨lk�m�£^¨�¦f_x¨ ´©¬ «,¨¹k
£�¬±¢�c�¡

τ

½�f	?¿>J`JG@{	ENG@¾sMYRJG@M^Ii?	?Qf	P=MKfQIif	PCWMKf¿`N:=RJR@MY��IifF:FOHGJG��YP	?=EH���SGJG�PQIiMiENMYRJR@?��Uj<g?Qh�O¤:
Iif=?	EN<JRS?QP=MdRSG@T�XN:=IKf	GS��MY�cM^R@M�P	<@EN��XJGjEHGJIKzSº

τ ¿ 1.
km]_]_]_nàß	ß	r

Û ?QhtO\:ýXjENMYR�P!ENMYP	?Q�uXN:=IKf	GÜO\GJ¹;¹©WABdGS?QRJR@?hi?ÞW@`J:	P	RSMYRSG@T)TNPCEJTSMKfQItTuh�EH:	P	RJvxw�U
XSf=?�IK`N:FBKW�O¤:CMKfúI©W@X@MYf=?w)RJ:DXJ:CENzQR@?hi?[WILEN?QPQGjTýk�]_]�n�oCäjr�º

∂G

∂τ
= 0,⇒ G(x, τ) = G0(x).

km]_]_]_nãß=qr
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Gk+1 =

∫

1

x2
∂

∂x
x2

[

∂Gk

∂x
+ 2

k
∑

i=0

(

Gi

∫ ∞

0

Gk−ixdx

)

]

dτ,
km]_]_]_nãßFäAr

n©XJG@f	vxPQ:CTVU§X@f=?�>S?Q>J`J:	P	<j:
k
}Çhi?�>@?`QT@OH<j:�>J`@?>@?`S�JG@?RJ:CENzQRJ:

τ k
U�G|GJR@f=MdhK`SGJ`@W	T

km]_]_]_nàßDäAr�UJ>S?=EJW@XJGJw�º

Gk+1 =
τ k+1

k + 1

1

x2
∂

∂x
x2

[

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

(

gi

∫ ∞

0

gk−ixdx

)

]

.
km]_]_]_nàß	�	r
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RS?Jº

Gk+1 =
τ k+1

k + 1

{

∂2gk
∂x2

+
2

x

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

[(

∂gi
∂x

+
2gi
x

)∫ ∞

0

gk−ixdx

]

}

.
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b(τ)
P
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bk+1 =
τ k+1

k + 1

∫ ∞

0

dx

x

∂

∂x
x2

[

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

(gibk−i)

]

.
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lim
x→0

xgi = 0; lim
x→0

x
∂gk
∂x

= 0;
km]_]_]_nãß;�r

lim
x→∞

xgi = 0; lim
x→∞

x
∂gk
∂x

= 0.
km]_]_]_nãß=�r
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bk+1 =
τ k+1

k + 1

∫ ∞

0

[

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

(gibk−i)

]

dx.
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n;w�R@?D¾¿:FT�?	{	MsXJ:	Iif	G�W@`J:	P	RSMYRSG@T km]_]_]_nàß	�	r�RN:

x2
G,GJR@f	MYhK`JGS`@W	T�>S?*PQIiMdwaW�GJRA}

f=MY`JPQ:CESWUN>S?=EJW@XJGJw�º

∞
∫

0

x2Gk+1dx =
τ k+1

k + 1

{

x2
[

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

(

gi

∫ ∞

0

gk−ixdx

)

]}∣

∣

∣

∣

∣

∞

0

.
km]_]_]_npq@»Dr

�e?=E\:=hL:FT�P�O¤:FEHz	RSMY�SbsMdw�º

lim
x→0

x2gi = 0; lim
x→0

x2
∂gk
∂x

= 0;
km]_]_]_n�qgß	r

lim
x→∞

x2gi = 0; lim
x→∞

x2
∂gk
∂x

= 0.
km]_]_]_n�qQqr

>S?=EJW@XSGNwÜG@B*km]_]_]�n�q@»Fr�º
∞
∫

0

x2Gk+1dx = 0.
km]_]_]_n�q=äAr

n;w�RS?d¾¿:CT�f=MY>SMY`Sz[?	{QM�XJ:	Iif	G�W@`N:=P	RSMYRJGjT�km]_]_]_nàß	�Qr�RJ:
x3
G�GJR@f=MdhK`SGJ`@W	T�>@?�PQIiMdwaW

GJR@f=Md`SP:FEJWQUH>S?=EJW@XSGNw�º
∞
∫

0

x3Gk+1dx =
τ k+1

k + 1

{

x3

[

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

(

gi

∫ ∞

0

gk−ixdx

)

]}∣

∣

∣

∣

∣

∞

0

−

τ k+1

k + 1

∞
∫

0

x2

[

∂gk
∂x

+ 2
k
∑

i=0

(

gi

∫ ∞

0

gk−ixdx

)

]

dx.
km]_]_]_n�qg�	r

n©XJG@f	vxPQ:CT!P*O\:CENzQR@Md�SbsMdw km]_]_]_n�qgß	r�UÚkm]_]_]_npq	qgr�U�km]_]_]_nàß��grâG�MY�sM¿`N:FB�GJR@f	MYhK`JGS`@W	T!>S?
XN:=IifdTNw�UN>@?	ESW@XJGNwÜG@B*km]_]_]_npq�Qr�º

∞
∫

0

x3Gk+1dx =
τ k+1

k + 1







− x2gk
∣

∣

∞
0
+ 2

∞
∫

0

xgkdx−

−2
∞
∫

0

x2
k
∑

i=0

(

gi

∫ ∞

0

gk−ixdx

)

dx







.
km]_]_]_npq	or

Á�å



ÄÅÄ�ÄÇÆZÌYÆ~ÍNÏ9ÎéÌÒCÏâÍmÎFÊQÍ§ìLØAÏ�èLÎQÍmÎFÊDÐúî�ÒtïDïCÍ ØAÏÃñÚò�Ì	Ï�ÎFïDÏ¶ÙQÒ±Ñ¤Ï�ÌÒLËíë_Ê
τ

�e?QILENM;?X@MYPQGAO\RJv�~�W@>J`@?�cMYRJGJ�
∞
∫

0

x3Gk+1dx =
τ k+1

k + 1







− x2gk
∣

∣

∞
0
+ 2

∞
∫

0

xgkdx−

−2
∞
∫

0

xgkdx

∞
∫

0

x2g0dx− −2
k
∑

i=1





∞
∫

0

gk−ixdx

∫ ∞

0

x2gidx











,
km]_]_]_npq��	r

:|fC:=<@¾cM�I�W@X@MKf	?w Ii?	?Qf	R@?bcMYRJGJ��km]_]_npo�Qr�U�km]_]_]_npqß	r�Uâkm]_]_]_n�qQqr�Uâk�]_]_]�n�qCäjr�U�>S?=EJW@XSGNw
RN:=<g?QRSMY��G@B*km]_]_]�n�q��Qr�º

∞
∫

0

x3Gk+1dx = 0.
km]_]_]_n�q6�r

Ûa:=<JGNw ?	{`J:CBY?w�UJIK>J`J:	P=MLONEHGSP:¿IiEJMLONW@����:CT�f=MK?`@Mdw.:
uwvyx{zlvy|~} nçæs�±�y�Hèé�;�9� ê������ë�����C�����{��ì:�g��ê��������í��������\�g���C�t���U�U�C�g�����{���

����������)� � ��������������î�����{�ï�~�H���y�8�����I¡~�{�����y�ð¢3£J£!¤>¥;¦�§ñ�ò����¯G�H������H�O�3�����{��¯��{¬Á�~�
� �J�{���t�����~� ¢ß£O£!¤>¥�ó;§Hô����H�����������õ�í����¯��������9� � ���;�����������+�B�����¨ �B�ö��ªH��������¨d�
� � �÷�ø�)���¬U�������������������ò¯����J����¯G��������±�°���{�H���{��������²��B�8���.���g¤
ù�fC:=<VU=w�výWj{	MLO\GjEHGJIKzSUFXSf=?;G@f	MY`J:	�SGJG¿¹eW@RJ<S�JGJG�`N:=IY>S`SMLOHMiEJMdRSG@Ts<j:F¾¿ON?hi?©b¿:D}

hÃ:�R@MeGjBDw�MYRjTN�âfc>S?=EHR@?hi?sXSGJILE\:�XJ:	Iif	GJ�*Gú�YRSMY`JhKGJG�UgXSf=?�IY:Qw�?c>@?sIKMK{	MxTNPCEJTSMKfQItT
WdOH?	{RSv�w GJRSIKf	`jWSw�MYR@f	?w >S`S?QP	MY`J<SG�>J`J:	P	G@ENzQR@?Iif	G2PQv�XJGSILENMYRJGS�VnâùâB)km]_]_]_npq��gr�U
km]_]_]_npqCäAreILEJMiOJWQMYf�G|f=?Qf�>J`S?QIif=?�!¹^:=<SfdU X@f	?�>@?>S`N:=PQ<j:�EH�â{	?QhK?�>@?`QT@OH<j:�BdRJ:	<g?C}
>SMY`@MDw�MYRJRJ:|RJ:À>@?	EJ?D¾úG@f	MiEHz	RS?w >J`@?gw�Mi¾[Wjf	<gM

[0,+∞)
n�Ûa:=<JGJw ?	{`J:CBY?w�U�>S`JGA}

{=EHG@¾sMYRSGSM[w�:CEJ?hi?�P	`SMdw�MYRJG
τ
>S?=EHRS?QIif	zQ� �d<SPQGSP:FENMYR@fQR@?�`J:CBKEJ?	¾sMYRJGS� f=?QXJR@?�

¹©W@RS<J�SGJG
G(x, τ)

P�`TjO,Û MY�@EN?Q`N:[>S?úIif=MY>SMYR@TNw
τ
n

º�º�º�»½¼�»úù ûÆv�zÁÅBx�v³üÁz�ÄlÀ�ýlÄ&þv�Ã�ÄlvÆÿ��ØÃ����ÁÄ�Ä zÁ}��6üÁzÁv�È�v�ýlv�ÃÁÄ&Ê
��>SMY`JP=?wÜ>S`JGS{=EHGj¾sMYRJGJG�Ii?htE\:=IYR@?�`@MY<@W@`J`@MYRSf	RS?Q��¹;?Q`NwaWDENM*km]_]_]_nàß	�Qr�GJw�MKMdw�º

G1 = τg1;
km]_]_]_npq	�r

g1 =
1

x2
∂

∂x
x2
(

∂G0
∂x

+ 2b0G0

)

.
km]_]_]_nåä��r

Á	�
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�e?YO\IifC:=PCEJTST�PQv�`N:F¾sMYRJGSM�km]_]_]_nþä��râP!k�]_]�n�q��	râG|GJR@f=MdhK`SGJ`@W	TÀ>S?�XJ:	IifYTHw�UV:�fF:	<j¾sM
W@XJG@f	vxPQ:CTVU�XSf=?Ü¹©W@RJ<S�JGjT

G0(x, y)
U¶?Q>J`@MLOHMiEJTSMdw.:FT#PQv�`N:F¾sMYRJGSMdw k�]_]_]�n »Fr�U�>J`SG

x→ 0
<?R@MdXSRN:�GúGJw�MYMKf^<g?QRSMYXSRJv�Mâ>J`S?QG@BdP=?dOHRJv�MU:�>J`SG

x→∞ PQw�MYIif=M�Ii?�IKP=?=}GNw�G�>S`S?QG@BdP	?YO\RSv�w�G�IKf	`@MDw�G@fQItT|<�R@WDEH� {Qv�IKf	`@MYMsEN�â{Q?Q��IKf=MY>SMYRSRS?Q�|¹eW@RJ<S�JGJG�U
>S?=EJW@XSGNw�º

b1 = τ

∞
∫

0

dx

x

∂

∂x

(

∂G0
∂x

+ 2b0G0(x)

)

= τ

[

x

(

∂G0
∂x

+ 2b0G0(x)

)]∣

∣

∣

∣

∞

0

+

+τ

∞
∫

0

(

∂G0
∂x

+ 2b0G0(x)

)

dx = −τG0(0) + τ2b0

∞
∫

0

G0dx⇒

b1(τ) = −τ
A(y)ey

ey + 1
+ τ2b0

∞
∫

0

G0dx.

�e?YO\IifC:=PCEJTST�IK��O¤:[RJ:DXJ:CENzQR@?QM�`J:	IK>S`SMLOHMiENMYRSGSM�km]_]_]_n »Fr�UJRN:=�jONMdw�º
∞
∫

0

G0dx =
A(y)

a(y)
ln(1 + ey),

km]_]_]_nåäJ»Dr

>S?	�Kf=?gwaW
b1(τ) = τA(y)

[

2b0 ln(1 + ey)

a(y)
− ey

ey + 1

]

.
km]_]_]_nåäAß	r

�e?YO\IifC:=PCEJTST¿O¤:FENMKM�¹©W@RS<J�SGJ�
G0(x, y)

P�km]_]_]_nåä��r�UgRN:=�jONMDw�P^TJP	RS?w�PQGAOHM�EHGSRSMY�j}
R@W@�/>S?Q>J`J:	P	<@W�<�RN:dXN:FEHz	RS?w�W�`J:	IK>S`SMLOHMiENMYRSGJ�cº

g1 (x, y) =
2A(y)

x

eξ(y)x−y[2b0(y)− ξ(y)] + 2b0(y)

(eξ(y)x−y + 1)2
−

−A(y)ξ(y)[ξ(y) + 2b0(y)]e
ξ(y)x−y

(eξ(y)x−y + 1)2
+

2A(y)ξ(y)2e2(ξ(y)x−y)

(eξ(y)x−y + 1)3
.

km]_]_]_nåäqr
Ñ;:�µ�GSI	n�äý}�µ�GSIQne»��Þ>@?<j:FBD:	RJ:ý�YP	?=EH���SG@TÝ`N:=IK>J`@MiONMiENMYRJGS�Ý>jEN?	f	RS?QIKf	G2XSGJILE\:
XN:=Iif	GJ��G�>@EJ?Qf	R@?Iif	G,Gj~��YRSMY`JhKGJG�P�>SMY`JP=?wÜ>J`JG@{	ENG@¾sMYRJGSGVU\>J`JG�BdRN:dXSMYRJGjT@~�>N:D}
`N:	w�MKfQ`J:

y = 1, 3, 6, 10
Ug<g?QhtO\:�BdRJ:DXJG@f	MiENzQRJ:cXN:=IifQzcXJ:	Iif	GJ�*RN:=XN:FEHz	RS?Qhi?s`N:=IK>J`@Mi}

OHMiEJMdRSG@T�RN:D~g?YO\G@fQItT�P¿?Q{=E\:=IifQG�I�w�:FEHvxw�G�BdRN:=XSMYRJGjTHw�G��dR@MY`JhKGJG�n
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=)2t5��8*!5���0>-!5!5 =)2t5

y = 1 M�� =!*�/��Á-��Ø0
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*�0>-!5�� =!*�/.D8-�/.<ED85 'O5�<>*H% ')%)<ED85�� L
dn(τ, x, y) = x2G(τ, x, y) L 7 =�0@2t7�/C4
=)2t5��8*!5���0>-!5!5 =)2t5

y = 3 M�� =!*�/��Á-��Ø0
*!5!-!5!5f<>*�0>79%l-H%+=)2;%+7�/Âë

τ = 0; 0, 01; 0, 05; 0, 1 L
D./)'�0C'O-H%��w*!5!-!5����
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dn(τ, x, y) = x2G(τ, x, y) L 7 =�0@2t7�/C4
=)2t5��8*!5���0>-!5!5 =)2t5

y = 6 M�� =!*�/��Á-��Ø0
*!5!-!5!5f<>*�0>79%l-H%+=)2;%+7�/Âë

τ = 0; 0, 01; 0, 05; 0, 1 L
D./)'�0C'O-H%��w*!5!-!5����

τ = 0, 2 M
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���6�! !t ��7�/8*���!5�� 2;%)<>=)260@?60��
*�0>-!5�� =!*�/.D8-�/.<ED85 'O5�<>*H% ')%)<ED85�� L
dn(τ, x, y) = x2G(τ, x, y) L 7 =�0@2t7�/C4
=)2t5��8*!5���0>-!5!5é=)2t5

y = 10 M"� =!*�/��Á-��Ø0
*!5!-!5!5f<>*�0>79%l-H%+=)2;%+7�/Âë
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τ

9©:	<�PQGAO\RS?úG@B^�KfQGA~�`SGJILW@RJ<?PSUH:¿fF:	<j¾sMsG�>S?QILENMLONW@���sGj~�º

»	n±� `N:=IK>J`SMLONMKEJMYRJG@Tj~Ü<j:	<)>@EN?	f	RS?QIKf	G#XSGJILE\:!XN:=IifQGS�VU±fF:	<uGu>@EJ?Qf	R@?Iif	G#Gj~
�YR@Md`ShKGJG/PQIiMYh�O¤:�P=?	BdRSGJ<j:=�âflß�w�:=<AIKGNwaWSw�:#G/?dOHGJR w�GJRSGNwaWSw�U;<g?	f=?`Svx�
I�O\P	GJhÃ:=MKf	ItT�P�?	{=E\:=IKf	z�{	?	ENzQbsGj~�BdRN:DX@MYRJGJ���YRSMY`ShYGSG�I�`@?Iif=?gwÝ>J:	`J:Qw�MKf	`N:@U
y .

ßAn±��IiMYhtO\:�P=?=BDRSGJ<j:CMKf�fF:	<?��w�?w�MYRSfeP	`SMdw�MYRJG�UFP�<?Qf=?Q`Jv��[w�GJRSGNwaWSw,¹©W@RJ<S�JGSG
`J:	IK>S`SMLOHMiENMYRSG@T�>J`SGJRJGJw�:=MKf�?Qf	`JGS�N:Cf	MiEHz	RS?	M^BdRN:DX@MdRSGSM .

q@n � f=MYXSMYRJG@MDw PQ`@MDw�MYRJG�>SMY`JP	v���w�GJRSGNwaWSw�Idw�MY��:=MKf	I�T�Ps?Q{=E\:=IifQz�{	?	EJMKM;RJGjBK}
<SGj~��YRSMY`JhKGS�VUJP=f	?Q`S?Q��}�P[?	{	EH:	Iif	z[{Q?=ENMKM^P	vxIi?Q<JGA~�BdRN:dXSMYRJGS���YRSMY`ShYGS�Vn

º�º�º�»½¼�»@¼ /10Gx{zlx�vÆü�zÁÄÁÀ{ýÁÄ�þñv�ÃÁÄlvÉÿ��ØÃ�����ÄÁÄ zl}���üÁzlv�Èiv�ý¹v�Ã�Ä�Ê
�±?úP=f=?`@?gwÜ>J`SGS{=EHGj¾sMdRSGJG,>@?	ESW@XJGJw)Ii?htE\:=IKRS?�km]_]_]_nàß	�Qr�º
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τ 2
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∂g1
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+ 2g1b0 + 2G0b1
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g2(x, y) =

A(y)

x2(eξ(y)x−y + 1)5
×

{e4ξ(y)x−4y[(ξ4(y)x2 + 16ξ2(y)xb0(y)− 4ξ3(y)x2b0(y)−

16b20(y)xξ(y)− 2b1(y)ξ(y)x
2 − 4ξ(y)b0(y)− 4ξ3(y)x+

4b1(y)x+ 8b20(y) + 4b20(y)x
2ξ2(y)]+

e3ξ(y)x−3y[12ξ3(y)x− 11ξ4(y)x2 + 16b1(y)x+ 32b20(y)−

6b1(y)ξ(y)x
2 + 16ξ2(y)xb0(y)− 48b20(y)xξ(y)−

12ξ(y)b0(y) + 4b20(y)x
2ξ2(y) + 12ξ3(y)x2b0(y)]+
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e2ξ(y)x−2y[−12ξ(y)b0(y)− 6b1(y)ξ(y)x
2 + 12ξ3(y)x2b0(y)+

48b20(y) + 11ξ4(y)x2 + 24b1(y)x+ 12ξ3(y)x−

4b20(y)x
2ξ2(y)− 48b20(y)xξ(y)− 16ξ2(y)xb0(y)]+

eξ(y)x−y[−4ξ(y)b0(y) + 32b20(y)−

16ξ(y)2xb0(y)− 16b20(y)xξ(y)− 4ξ3(y)x2b0(y)−

4b20(y)x
2ξ2(y)− 2b1(y)ξ(y)x

2 − 4ξ3(y)x+ 16b1(y)x−

ξ4(y)x2] + 4b1(y)x+ 8b20(y)}.
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G0(x) = aχ(x0 − x),
km]fe�n »Fr

h�OHM
χ(z)

}�¹©W@RS<J�JGjThgeMYPQGSIY:	�AO¤:lkÔIif=W@>@MYRJXN:CfF:CT/¹eW@RJ<S�JG@T\r�n ��?dO\IifF:	PCEJT@T��KfCW
¹©W@RS<J�SGJ� PúWILEN?QP	G@T,RS?Q`Nw�GJ`@?P	<JG�km]_]_n�og�	rm}Ãkm]_]_n�oQor�UH?Q>J`@MiONMiEHGNwu>N:=`N:	w�MKf	`Jv/`J:	IÃ}

Ë�å



Ä;iVÆ�ÈLÆ�î§ìDÎFïFøDÊDÐ�ØAÏKËmÙiØ@Í ÓSÍmÌÍ�ÎFÊDÐ;ÎYì�ÌÍmèdÒt×tÒ�ÙiØÊ>j_ÌCÊtÏ�Í�ÎFÊdÐ
>J`@MLOHMiENMYRJGjTýkm]fe�n »Fr�º

x0 =
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; a =

81
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.
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,

km]fe�nþäjr

h�OHM
Φ(z)

}�GJRSf=MYhK`N:FE,P	MY`S?dTJf	R@?Iif	Gýkð?bsGS{	?Q<\r�º

Φ(x) = erf(x) =
2√
π

x
∫

0

e−z2dz.
km]fe�nã�Qr
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G�µ�GSI	nxä)>S?Q<j:CBD:=RN: PQ`@Mdw�MYRSRN:FT2�YP	?=EH���SG@T�`J:	IK>S`SMLOHMiENMYRSG@T >@EJ?Qf	R@?Iif	G�XSGJILE\:
XN:=Iif	GJ��G�>jEN?	fQR@?Iif	G��dR@MY`JhKGJG�?	f	RS?QIKGSf=MiEHz	RS?*`J:	IK>S`SMLOHMiENMYRSG@T�km]fe�nåäAr�º
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�����! Á"� ��7�/8*�%�!5��~2;%)<>=)260@?60>*�0>-!5��sRH/8-�o�/32�4�-�/8P =!*�/.D��
-�/.<ED85ò'O5�<>*H%s')%)<ED85�� L dN = x2G(τ, x)

/.D8-�/.<>5�D.0>*!,.-�/d2;%)<��
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-�/.<ED85w&\-�0@2('E5!5Q')%)<ED85�� L dE = x3G(τ, x)

/.D8-�/.<>5�D.0>*!,.-�/i2;%)<��
=)260@?60>*�0>-!5���TWVrq MtsC[<u <>*�0>79%v� -H%+=)2;%+7�/Âë τ = 0 L τ = 0, 1 L τ = 1 L
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 6[ \\] j h ¦a__^e¡�ª ³©¨±¢�´©³e¥��¥�£;¥§¦e¡eª ´e¥§³ae.¬±²¤¬ ´©³e¡_`�£�¡÷¸y¥§¦©¡�ª

´ :	w�MKf	GNw�U�XSf=?�PQv�>S?=EHR@MYRJGSM�BD:=<g?RJ:|Ii?d~S`J:	R@MdRSG@T��YRSMY`JhKGJG ?Q{	MYIY>@MYXJGJPQ:CMYf	ItT�RN:D}
EHGSXJG@MDwÝXjENMYRN:�I�¹eW@RJ<J�SGSMY�

b(τ)
P�>J`J:	P=?��XN:=IifQG�O\GJ¹;¹©WABdGS?QRJR@?hi?�W@`N:=P	RSMYRJGjT

km]_]_n�oQqr�Uj?	fQILWjf	IifQP	GSM^<?Qf=?Q`S?QhK?[R@M©W@XSGSf	v�P:CMKf�>J`@?�@MYIYIY:c>SMY`SMY<j:dXJ<JG��YRSMY`ShYGSG�>S`JG
w�:CENv¶~ÜP	`SMdw�MYRN:D~��YP	?=EH���SGJGVn�û.WDONMDwyf=MY>SMY`Jz!>S?=E\:=hL:Cf	zJU.X@f	?

b(τ)
}�w�:FE\:FT§U�R@?

?	fdENGJXJRJ:CT�?	f�R@WDEJT�P=MiEHGJXSGJRJ:SnNÛó?h�O¤:¿`N:FBKE\:=hL:FT�W@`J:	P	RSMYRSGSM�km]_]_npo	qgr�P�`TjO,>S?úw.:D}
EN?QIif	G

b(τ)
G�>J`@MLO\IifC:=PCEJTST�Mdhi?[`SMYbsMYRSGSM^P�P	GjONM�`QT@O¤:@º

G = G0 + G1 + . . . ,
km]fe�n�ogr

P�R@WDENMYP=?gw)>J`SGS{=EHG@¾sMYRSGJG�>@?	ESW@XJGNwÜW@`N:=PQR@MdRSGSMcf=MY>@EJ?>S`S?QP	?YO\R@?Iif	G�P�IK¹©Md`SGJX@Mi}
IK<g?Q��IKGJIif=MDw�Ms<g?Q?Q`QO\GSRN:Cf�?	f	RS?QIYG@f=MKENzQR@?�¹eW@RJ<S�JGSG G0 n¤Ûa:=<JGJw#?	{Q`N:FBd?w�U¤¹eW@RJ<A}�JGjT�`N:=IK>J`@MiONMiENMYRJGjT�RjWFEJMYP	?Qhi?*>J`JG@{	ENG@¾sMYRJGjT�?Q>J`@MiONMiEJTSMYf	ItT,`SMYbcMdRSGSMdwlkm]_]_n����Qr�n
Û ?QhtO\:�ONESTÝENGJR@Md�SRS?Q�2>@?

b(τ)
>@?>S`N:=PQ<SG2>@?	ESW@XJGNw RSMK?dOHRS?Q`S?dOHRS?	M�W@`N:=PQR@MdRSGSM

f=MY>@EN?Q>J`@?P=?dOHRS?QIifQG�º

∂G1
∂τ

+ f(τ, x) =
1

x2
∂

∂x
x2
(

∂G1
∂x

)

,
km]fe�n �Qr

h�OHM^P	P	MLOHMYRSv2?	{Q?=BdRN:dXSMYRJGjT

f(τ, x) = −2b0(τ)

x2
∂

∂x
x2G0(τ, x);

k�]�e�n �gr

b0(τ) =

∞
∫

0

G0(τ, x)xdx.
km]fe�np�r

n©XJG@f	vxPQ:CTÞkm]fe�nåäAr¶G�GJR@f=MdhK`SGJ`@W	T�P�k�]�e�n��r�UN>S?=EJW@XSGNw�º

b0(τ) = a

[

Φ

(

x0
2
√
τ

)(

x20
2
− t
)

+

√
τ√
π
x0 exp

(

−x
2
0

4τ

)]

,
km]fe�n »H�r

<@WdO¤:[RSMK?	{d~?dOHGNw�?úPsO¤:FEHz	RSMY�JbcMdwÜ>@?dOHIKfF:=PQG@fQzúG@B*km]fe�nàß	r�BdRN:dXSMYRJGjT�OJEJT
a
G
x0
n

ùeIY>@?	ENz=BKWQMdw�`@MYbsMYRJG@M�BD:FO\:DXJG�9e?bsG[OJEJT*RSMK?dOHRS?Q`S?dOHRS?QhK?�W@`J:	P	RSMYRJGjT*f=MY>@EJ?=}
>J`@?P=?dOHRS?QIifQG�º

∆u =
1

a2
∂u

∂t
+ f(t, ~r)

km]fe�n¼»	»Fr
ä��
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kÔIYw�n¼USRN:=>J`SGNw�MY`VU ü »H���Fÿðr�º

u(t, ~r) =
1

8π2/3t3/2

∫∫∫

V0

e
−(~r − ~r0)2

4t u(0, ~r0)d
3~r0−

− 1

8π2/3

t
∫

0

dt0

t
3/2
0

∫∫∫

V0

e
−(~r − ~r0)2

4t0 f(t0, ~r0)d
3~r0,

km]fe�n »Fß	r

h�OHM�GSRSf=MdhK`SGJ`S?QPQ:	RSGSM¶>S`S?QP	?YO\G@fQItTs>@?�PQIiMdwaW;f	`@Mi~Jw�MY`JR@?gwaW^>S`S?QIKf	`N:=RJIif	PCW
V0
n;�eML}

`SMY�AOHMdw�BD:Cf	Mdw�<�IK¹;MY`JGSXSMYIK<g?��IKGJIif=Mdw�M±<?Q?Q`QO\GSRN:CfâPx>J`@?Iif	`N:=RJIif	P	M�GJw�>jWFENzQIi?QPxG
>J`@?P=MLOHMdw�GJRSf=MYhK`JGS`S?QP:=RJG@M�>S?;MYhK?eW@htEN?QP	v�w�>SMY`SMdw�MYRJRJvxw�UFW@XJGSf	v�P:FT[f	?	f^¹^:=<SfdU
XSf=?�>S?,?Q>J`@MLOHMiENMYRJGS� RN:DXJ:CENzQR@?QMúBdRN:dXSMYRJG@M*R@WDENMYP=?hi?�>J`JG@{	ENG@¾sMYRJGjT ¹©W@RJ<S�JGSG
G0(0, x)

Ii?QPQ>J:FO\:=MKf[I�RJ:DXJ:CENzQRSv�w�BdRN:dXSMYRJG@Mdw IY:	w�?Q��¹eW@RJ<S�JGJG G(0, x) nJÛ ?Qh�O¤:¿P¹;?Q`NwaWDENM*km]fe�n »Fß	r
G(0, x) = 0,

G�w�v >@?	ESW@XJGJw�º�Ð

G1(τ, x) =
1

x
√
π

τ
∫

0

dt√
t
b0(t)×

×
∞
∫

0

dy

y






e
−(x− y)2

4t − e
−(x+ y)2

4t







∂

∂y
y2G0(t, y).

�e?QIK<g?	ENzQ<jWc`SMYbsMYRSGSM�km]fe�n�qgr�kÔGjEHG�km]fe�nåäAr_r§TNPCEJTSMKfQItT�XSMKf	RS?Q�[¹eW@RJ<S�JGSMY�[>SMY`@MDw�MYRA}
RS?Q�

x
U

G0(τ,−x) = G0(τ, x),
km]fe�n¼»Yqgr

P�XSMdwÜR@MKfQ`jWDOHRS?úWj{	MLO\GSf	z	I�TVUJf=?�`SMYbcMdRSGSM©OJEJT�>S?Q>J`N:=P	<JG�<�¹©W@RS<J�JGSG,`J:	IK>J`@MLOHML}
ENMYRSG@T�w�?D¾�RS?�>S`SMLO\IifF:	P	GSf	z�P[{	?=ENMKM^<g?w�>N:=<Sf	RS?w)PQGAOHMQº

G1(τ, x) =
1

x
√
π

τ
∫

0

dt√
t
b0(t)

∞
∫

−∞

dy

y
e
−(x− y)2

4t
∂

∂y
y2G0(t, y).

km]fe�n¼»iäjr

1 Ò9Ó�Ô3Õ>ÖØ×�Ó�ÙEÚ)Ô3Ôyx�zfÓ)ÚM{�|(á(ÝJÕ~}8Ý�}�z~Ý+âCÝ��ßÜ)Ù��(ÔßÜ(×M��x�z àCà+Ý3Ó9×3x�|(Ôßá(Ô�x�ÔßÜ(ÜO�v� t = τ ′

ä��



çKÌ	Ï�èKÏ�Ä;iVÆlk.Ë�ÊDÑHÙë�ÒiëíÊAÖYÍíËÇïFÒLÍJÙiØÊ>j_ÌCÊtÏ�Í�ÎDÊQÍSÊFÎë�Í�×�ØAÏ�ÌCÕLÎ	Òt×�Ò¤ìLØAÏ�èÃÎQÍ�ÎFÊdÐ�ë_ÊDÙ=Ï�î�ÒtïFïFÍðØAÏÃñ¼ò�Ì	Ï�ÎFïdÏ
�©`@?P=?dOJTýGSRSf=MYhK`JGJ`@?PQ:=RJGSM*>S?,XN:=IifdTNw�P=?,P	R@Wjf	`SMYRJR@MdwlGJR@f	MYhK`N:FENM�km]fe�n »KäAr�Uó>S?C}
EJW@XSGNw ?<?RSXN:Cf	MiENzQR@?Nº

G1(τ, x) =
1

x
√
π

τ
∫

0

dt√
t
b0(t)

∞
∫

−∞

dye
−(x− y)2

4t G0(t, y)
(

1 +
y2

2t
− xy

2t

)

.

km]fe�n »F�	r
ÑeMK?	{d~?dOHGNw�?�?	fQw�MYf	G@fQzSU.X@f=?!P	IKf	`SMYXJ:	���sGSMYItTÞBiOHMYIKz�GýO¤:FENMKM�GSRSf=MYhY`J:CENv P	GjO\:
km]fe�n »F�	r�<S`N:=�JRSMâRSMiWdOH?	{RSv�ONEJTúXSGJILENMYRJR@?hi?�:	RJ:CENG@BD:�<j:=<ú>S`JG�w�:CENv�~�PQ`@MDw�MYRN:D~�U
>J`SG�<?Qf=?Q`Jv�~�>S?Q<j:FBD:=f=MiEHz�>S?dOHvxR@f=MdhK`J:CENzQR@?�u�Y<AIK>S?QRSMYRSf	v Iif	`SMdw�GSf	I�Tu< −∞ UfF:	<|G|>J`SG!w�:FEHv�~,BDRJ:DX@MdRSG@Tj~�GJw�>@WDEHz	IYR@?��>SMY`SMdw�MYRJRS?Q�Vn§� ?	{	?GA~��KfQGA~|ILEJW@XJ:F}
Tj~�GSRSf=MYhK`N:FEHv w�MLOJENMYRJR@?[It~?YONTSfQItT§nÑ;:CENGJXSGSM;�Y<AIK>@?R@MdR@f	v2P¿>S?YO\GSRSf=MYhY`J:CENzQR@?gw
P	vx`J:C¾sMYRJGSG km]fe�n¼»D�	r�>J`SGJP=?dO\G@f�<�f=?gwaWQU¶X@f	?�htE\:=PQRSvx��PQ<jE\:DO2PÞGJRSf=MYhK`N:FE�O¤:D}
�âf�BdRN:DX@MYRJG@T

y
U�{=EHGjBd<JGSM[<

x
n ��IKPCTSBdG�I��Kf	GNw�`N:=IKIYw�?Qf	`JGJw2:	IKGJw�>@f=?Qf	GJX@MYIY<?QM

BdRN:dXSMYRJG@M[�KfQGA~ÀGJRSf=MYhK`N:FEN?QP�>S`JG
t → 0

n � ?Qh�EH:	IKRS?�GjBDP=MYIifQR@?��f	MK?Q`SMdw�Múw�MYf=?YO¤:
�c:=>@EH:	IY:�kÔIYw�n¼USRN:=>J`SGNw�MY`ýü »H�@»Lÿðr�IK>J`N:=P=MiOJEHGSP	?ú`J:CBKEJ?D¾sMYRJG@Mº

F (t) =

a
∫

−a

e−tz2ϕ(z)dz ≈ √π
∞
∑

n=0

ϕ(2n)(0)

n!22n
t−n−1/2, t→ +∞, km]fe�n¼»Yogr

h�OHM
ϕ(x)

};:=RN:FEHGSf	GSXSMYIK<j:CT ¹eW@RJ<S�JGjT§Ua`SMYhLWDEJTJ`JRN:FTýP�f=?XS<j:F~ý?	f	`SMiBd<j: −a,+a n¸^EST�¹eW@RJ<S�JGJ�
F (t, x)

P	GjO\:Sº

F (t, x) =

a
∫

−a

e−t(z−x)2ϕ(z)dz

P	vx`J:C¾sMYRJG@M�km]fe�n »dor¶>S`JGSRJGNw�:CMKf�P	GjOóº

F (t, x) =≈ √π
∞
∑

n=0

ϕ(2n)(x)

n!22n
t−n−1/2, t→ +∞. km]fe�n¼»t�Qr

Ûa:=<JGNw ?	{`J:CBY?w�UJ>J`SG
t→ +0

GJw�MYMKfúw�MYIif=?�:	IKGJw�>Sf=?Qf	GJX@MYIY<A:CT�?Q�SMYRJ<A:Sº

a
∫

−a

e
−(z − x)2

4t ϕ(z)dz ≈
√

π

t
ϕ(x),

km]�e�n »��gr

ä9o
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ONEST

x ∈ (−a, a) n��©`JGJw�MdRjTST�:=IKGNw�>@f	?	f	GJXSMYIK<@W@�/?�@MdRS<@W!km]fe�n »H�r¶<�PQv�`N:F¾sMYRJGJ�km]fe�n »F�	r¶>@?	ESW@XJGNw):	IKGJw�>@f=?Qf	GJX@MYIY<jW@�y?Q�SMYRJ<jW*ONEST�¹©W@RS<J�JGSG G1(τ, x) º

G1(τ, x) ≈
1

x

τ
∫

0

dt

t
G0(t, x)b0(t).

km]�esn¼»Y�gr

Ûa:=<JGNw ?Q{Q`N:FBY?gw�U�>J`JGÝ>S?YO\IifC:=RS?QP	<gMÀR@WDENMYP=?hi?�>S`JGS{=EHGj¾sMYRJG@T km]fe�nåäAr�U�:ÞfF:	<j¾sM
km]fe�n »H�r¶P�k�]�e�n »Y�gr�UJ>S?=EJW@XJGJw TJPQR@?QM�PQv�`N:F¾sMYRJGSM;ONEST�>SMY`JP=?��>@?>S`N:=PQ<SGVn
Ñ©:�µ�GSI	n��AU¤µ�GJI	nHo�>@?<A:CBD:=RJv�`@MiBYWDEHzdfC:Cf	vlXJGSIiEJMYRJRS?Qhi?�w�?dOHMiEHGS`S?QP:=RJGjT�>S`S?C}

�SMYIKIY:s�YP=?	EN���JGSG�IKP	MY`Q~@f=MY>@EJ?P=?hi?�WDEHzDf	`J:	`@MKESTJf	GSPQGJIif	IY<?hi?ú<g?w�>@?R@MYRSfF:[<g?IYw�?C}
EN?QhKGJX@MdIK<g?Q��>jE\:FBFw�v RJ:¿?IKR@?P=M�?Q�SMYRJ<SGýkm]fe�n »d�r�n
� `J:	IK>J`@MLOHMiENMYRJGjT@~�>@EN?	f	RS?QIifQG)�YRSMY`JhKGSGÜXN:=Iif	GJ�VU�fC:=<@¾sM,<j:=<)GÜPýZQE\:=P	M�]_]_U

P=?	BdRJGS<j:=�âf EN?Q<j:FEHz	RJv���w�GJRSGNwaWSw G#OHP: w�:	<AIKGJw�WSw�:@U�P=f=?`@?�2G@B�<g?	f=?`Sv¶~2I
f=MYXSMYRJG@MDwÜP	`SMdw�MYRJG�ItOHPQGShL:CMKfQItT�P[?	{=E\:=IKf	z[{	?	ENzQbsGj~�BdRN:DX@MYRJGJ���YRSMY`JhKGSGVn

Ñ©:�µ�GJI	ny�e>@?<j:FBD:	RJ:;P	`SMdw�MdRSRN:FT¿�dP=?=EH���SG@T�¹©W@RS<J�JGSG
b(τ)
P�>SMY`SP	?wÀ>S`JG@{	ENGj}

¾sMYRJGSGVUSG@B�<g?	f=?`@?hi?[P	GjOHRS?JUSX@f	?[¹©W@RS<J�JGjT�{QvxIif	`S?�WSw�MYRJz	b¿:CMKfQItT�Ii?¿P	`SMdw�MdR@Mdw�U
XSf=?;>S?dONfQP=MY`¾¿O\:=MKf�P=Md`SRS?QIifQzehKGJ>S?	f=MKBdvÞ?�w�:FEN?QIifQG

b(τ)
>S`JGs{Q?=EHz	bsGj~sP	`SMdw�MdRJ:F~

�YP	?=EH���SGJG�n

0

2

4

6

8

10

1 2 3 4 5 6

x

�����! ��� �y260ß40>-!-H%���&\7�/8*�%�!5��a2;%)<>=)260@?60>*�0>-!5��«=!*�/.D8-�/��
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ß;���	oSnj}�Û�n�qCä¿}�I	nV»��Q�D}�»	»H�@n

ü »Q»��Cÿ ´ GN:CfYOHGJR@?P�µónß�sn ùeIYILEJMiON?PQ:=RJGSMs<SGJRSMKf	GJ<SGÀP=?IKIifC:=RS?QPCENMYRJGjT�`N:=P	RS?QP	MYIKG@T
P�`J:	RSRSMY��PQIiMiENMYRJR@?��Pú>N:=<gMKf	M"ìÙ®éÏ�êþÆ¶n� ´ GN:CfYOHGJRS?QP�µónß�snS}2Û MiBDGSIKvÑe^]_]_]
á�Mi¾¿ONW@RJ:	`@?dOHRS?Q� <g?QRJ¹©MY`SMYRJ�SGJG85 � GJIif=Mdw�v <g?w�>SzQ�âf=MY`JR@?� w�:Cf=MDw�:Cf	GJ<JG
G�GA~�>J`SG@EJ?D¾sMYRJGjT95=k � 9�áÆ�â}íß������	r�U � w�?=ENMYRJIK<�n¤ß������Anj}�I	nSäN»Ã}�äq@n

ü »Q»	»iÿ ´ GN:CfYOHGJR@?P�µónÈ�sn ù©IKILENMLOH?QP:=RJG@M|<JGSRSMKf	GJ<SG�>S`S?Q�SMYIKIi?P�I��iEJMDw�MYRSfF:=`JRJv�}
w�G XN:=IKf	GS�N:	w�G P `N:=RJR@Md� P	IiMKEJMYRJRS?Q� P >J:	<gMKf=M ì�®éÏSêþÆ�nL� ´ GJ:=fKO\GSRS?P
µónß�snL�

/
á�MK¾�ONW@RN:=`S?YO\RJ:CT RJ:YW@XJR@?=}�>J`N:=<Sf	GJX@MdIK<j:FT <?RS¹;MY`SMYRJ�SG@T a ùeÛ câ}

�e?QP	?=EJ¾úz=ML}íß��6���An�µó?QIKIYGS�JIK<JGS��RJ:YW@XSRJv�� IiMdw�GSRN:=` a á�MKf=?dOHv GJRJ¹©?`Jw�:	�SGj}
?RSRJv�~�f=ML~SRS?=EN?QhYGS�VUNw�:Cf=MDw�:Cf	GJXSMYIK<g?Qhi?úw�?dONMKENGJ`@?PQ:	RSG@T�G�<g?w�>SzQ�âf=MY`JR@?�
w�:=f=Mdw�:=f	GJ<SG�P,¹eW@RjO¤:	w�MYRSfF:CENzQRSv¶~ GÞ>J`SGJ<@EH:FOHRJv�~ RN:YW@XSRJv�~ÞGJIKILENMLOH?QPQ:F}
RJGjT@~�n búá�:Cf=Md`SGN:FEHv <g?QRJ¹;MY`@MdRS�JGSG!G�f	`@WdO\v IiMdw�GSRN:=`N:�� �e?dO!`SMLO¤:=<J�SGSMY�
}�ù©hKRN:Cf	z	MYPQ: � nàZNn@}�ß������Anj}�9;:FBD:	RSzJºHù�BiOJ}�P	? a ·c?=EHGJ:	R@f6btnJ} � nJäjßA»Ã}�äAßQ�An

ü »Q»DßDÿ�ù©hKRN:Cf	z	MYP�� nàZHn U ´ GN:CfYOHGJRS?QPúµónÈ�sn 9e?QIdw�?=EN?QhKGJXSMYIK<j:FTú�YP	?=EH���SG@T�IK>@Md<@f	`N:
IKP	MY`Q~@f=MY>@EJ?P	v¶~�XN:=IKf	GJ��P�WILEN?QP	G@Tj~�IY<Md�jEHGSRJhÃ:SnL��� nàZNnàù©hiRN:CfQz=MYPJUjµónÈ�sn ´ Gj}
:=fKO\GSRS?QPd�

/
µ§?IKIKGJ�SIY<A:CT�ENMKf	R@T@T�b�<?	EH:F}�IKMdw�GJRJ:	` a � ?P	`SMdw�MYRJRJv�Mcf=MK?Q`SMKf	Gj}

XSMYIK<JG@M,>J`@?Q{=ENMdw�v hK`N:=PQG@fC:=�JGSG#Gu<g?QIdw�?=EN?QhKGJGKb�} a ¬�½;¥�¹�º¤° } ß;�����-btn±Û�`@WdO\v
IiMDw�GSRN:=`N:@n1� �e?dO�`SMLO\:	<S�JGSMY��}�ù©hKRJ:=f	z=MdPQ:é� nàZNnC}�ß��6���AnC}�9;:FBD:	RSzJºù�BiOJ}ÇP=?
a ·c?=EHGJ:	R@f6btnJ} � nHo	qF}Ço6�@n

ü »Q»YqCÿ ´ GN:CfYOHGJR@?P µónß�sn á�:=f=Mdw�:=f	GJX@MYIY<A:CT w�?dONMKENz <g?QIYw�?=EN?QhKGJX@MdIK<g?Q� �dP=?C}
EH���SGJG <g?QIdw�GSXSMYIK<JGj~ EJW@X@Md��ºÝ>S`JGS{=EHGj¾sMYRJGSM w�:FEHv�~ P	`SMdw�MYR �YP	?=EH�x}

�!�
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�JGSGVnL� ´ GJ:=fKO\GSRS?QP µónÈ�sn�} Û�`@WdO\v w�:=f=Mdw�:=f	GSXSMYIK<g?hi?!�SMYR@fQ`J:!GJw�MYRSGíÑ�nãù�n
�^?	{g:dXSMYPQIK<g?Qhi?NUN9;:FBD:	RSzJnHß������Anj}�Û�npq	oc}�IQn�=äC}C��jn
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< \D] =�¬.¦fc�³e¬�£;¡e³ h ¥§«,¨�ª ´e³e¬�^e¥� h ³©¨ e�` ¯e¡©¢¤£;¥§¦e¡eª
¬±´e³e¥��¥�£�¥§¦e¦e¬.²�¬ ¡e¦fc�¥§²¤³;¨�£�¨

� IKGSIKf=Mdw�:F~ <g?w�>SzQ�âf=MY`JR@?��w�:=f=Mdw�:=f	GS<JG�w�?d¾úRS?ÀOH?QIifC:Cf=?XSRS?Þ>J`@?Iif=?ýPQv�XJGSIÃ}
EJTSf	z#GJRSf=MYhK`N:FEHv GJRSf=MYhK`N:FEHv;UeP�f=?w XJGSIiEJMQU�Gl?Q>J`SMLONMKEJMYRJRJv�MQn@câOHRN:=<g?NU�>S`JG
WILEN?QPQGjT@~�>@EJ?d~?Q��It~?YO\GNw�?QIifQG�GJR@f	MYhK`N:FEN?QPSU\RJ:CENGJXJGjT,Pú>@?dO\v�RSf=MYhK`N:FEHz	RJv�~,P	v�}
`N:F¾sMYRJGjT@~�`N:FBKEHGSXJRJv�~�?Ii?	{QMYRSRS?QIKf=MY�VU¤RSMY>J`SG@TSf	RJv�~,ONEJT�XJGJILEJMdRSRJv�~�`N:=IKXSMKf=?PSU
>J`@?�@MYIYI�GJR@f	MYhK`JGS`S?QP:=RJGjTsw�?D¾sMKfâILW@�cMYIKf	P=MYRJRS?�BD:=fYTNRjWjf	zQItT§UY>J`SGJP=MYIKf	G�<;BD:=PQGSIY:F}
RJGS�2>J`@?hK`J:Qw�w�vuG[O¤:F¾sMe<�?bsGS{Q<j:Qw!P�ILEJW@XN:CMâ>S?DTJP=EJMYRJG@TúP�>S?YO\v�RSf=MYhY`J:CENzQR@?gw
P	vx`J:C¾sMYRJGSG�ILEHGJbs<g?wu{	?	ENzQbsGj~,GjEHG�ILEHGSb�<g?w#w�:FEHv�~�XSGJIiMiEón��2`TjOHMsIiESW@XN:CMYP
IKGJIif=Mdw�v�<g?w�>Jz	�âf=Md`SRS?Q�úw�:Cf	Mdw�:CfQGS<JG¿?Qf	<j:FBdvxPQ:	�âf	ItT�>S`S?QP	?YO\GSf	z�GSRSf=MYhY`SGJ`@?PQ:F}
RJG@MQU�MYILEHGVU�RJ:	>S`JGNw�MY`VUV>@?dO\v�RSf=MYhK`N:FEHz	RS?	MúPQv�`N:F¾sMYRJG@Mú`N:=It~?YO\GSf	ItT!P	R@Wjf	`SG�GjEHG
RN:chY`J:	RSGJ�J:F~*>J`S?w�Mi¾[Wjf	<j:¿GJR@f=MdhK`SGJ`S?QPQ:	RSG@TVUA~?	fdT�?Q>J`SMLONMKEJMYRJRJv���GJRSf=MYhK`N:FE�>S?
P	IKMdw,>S`JG@BdRJ:	<j:	w�I�~?dO\G@f	I�TVnQù;w�MYRJRS?eI�fC:=<JGJw�G¿f	GS>N:	w�G¿GSRSf=MdhK`J:CEJ?P;w�v�G�Iif=?=EH<j}
R@WDEHGSIKz^>J`SGúP	vxXSGJILENMYRJGjT@~[<SGJRSMKf	GJX@MdIK<SGj~ú>J:	`J:Qw�MKf	`S?QP�f	MK?Q`JGSGVnj�ý�KfQGA~�IiESW@XN:FT@~
RSMK?	{d~?dOHGNw�?�<g?w�{GSRJGJ`@?PQ:CfQz�:=RN:FEHG@f	GJXSMYIK<JG@M�G�XJGJILEJMdRSRJv�Msw�MKf=?dOHvlG�fC:	w�U\h�OHM
�Kf=?�R@MY?	{d~?YO\GNw�?JU@BF:	w�MYR@TSfQz[¹©W@RS<J�SGJG�RSMY<g?	f=?`Sv�w�G�:	>S>J`S?Q<AIKGNw�:=�JGjTHw�GVn

> >@?(A�B%C+>+B&D
� ?=BKO\:FOHGNw�IKRN:DXJ:CEH:*R@MY?	{d~?YO\GNwaW@� PúO\:CENzQR@MY�JbcMDwu<g?QRSf	`S?=EHGS`@WQMDwaW@� >J`@?�@ML}

ONW@`jW�PQv�XJGSIiEJMYRJG@T�?Q>J`@MLOHMiENMYRJR@?hi?�GSRSf=MYhY`J:CEH:�>S?ú¹©?`JwaWFENM^f	`N:=>SMY�SGJ�Vº
��o



E ÆqpDÆ ã ÒtÎë�ØjÒ�ÌCÊiØ=ìFÍmÑ¤Ï�Ð;ÙiØ@ÒtøQÍÚÓQìLØAÏ�Î=ÏtõDÒCÏ±ÓJÍmÎFÊDÐ©Ñ¤Ï�ïCË�ÊDÑSìFÑ¤Ï©�óìDÎFïDøFÊFÊ�ØAÏKËmÙiØ@Í ÓSÍmÌÍ�ÎDÊFÐ

> F(G(HIGKJMLNBMOP�JQA�RTSUJIB%?�V*>@CKW�X�DZYI[(>@P*L7\]C�^`_a^�bc^�Jc^�da^�egf
> WIP*L+C(Whdjik^lO9^�H&DmdjicD`YjC�n \o_MpC*fq�b%r9\,OIp@s�qItjfuD
> H�DZYj?�vQC(W�e \]A�GK_QA9\�d(YIdjik^�egf9^�JMfuDo?�v%C(W�ek\K\o_MpC*fq�b%rKANGw�\xHc^]ONYys9zKzZbQf9^�JMf�D�?�J*{�D

h�OHM^P	P	MLOHMYRSv >J:	`J:Qw�MKf	`Jv;º�¥s}�RSG@¾úRSGJ��>J`SMLONMKE�GSRSf=MdhK`SGJ`S?QPQ:	RSG@TVUyï�}�P	MY`Q~SRSGJ��U
Í�}�<g?=EHGSXSMYIifQP=?�GSRSf=MY`JPQ:CEJ?Pú`J:CBY{QGSMYRJGjT§U¼£�}.WdOHMY`¾úGSP:CMdw�?QM^XJGJILEJ?�BdRJ:DXN:=�sGj~
�JGS¹�`�U¼Ã�}�>@Md`@Mdw�MYRSRN:FT�GJR@f	MYhK`JGS`S?QP:=RJGjT§U¼Á }�>S?dOHv�RSf=MdhK`J:CENzQRJ:CT�¹eW@RJ<S�JG@T��Kf=?�
>SMY`@MDw�MYRJR@?��n

µ°:=IKIYw�?	f	`JGJw)P[<j:DX@MdIif	P	M^>J`SGNw�MY`N:[GJR@f=MdhK`J:CE§º

> SUJKB�\|s�q�\|sUn+dg}tjf9^`d(Y@iczKz]sfNYgO~JIB�\|s�q�\|s�nIdg}tjf7^�d(Y@iczIzlsf9�
∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4�©`SGS{=EHG@¾sMYRSRS?	M^BdRN:dXSMYRJG@M��Yf=?Q��P=MKENGJXSGJRJv MYIif	zJº

> ?�v%C(W�e�\x�gOq��a^��jf9�
0.785398

��vxXSGJILEHGJw f=Md>@MY`Jz[�Kf	?	fúGJRSf=MYhK`N:FE,I�>S?w�?Q�szQ��Ii?	BiO¤:=RJR@?��RN:	w�G�>J`@?�@MLONW@`Jv;º

> F(G(HIGKJMLNBMOP�JQA�RTSUJIB%?�V*>@CKW�X \Tik^,s$^�sNiKik^x�k^�da^�sNq�\|sUnIdQ}tjfKf9�
0.785400

á�v�PQGAO\GNw�U@XSf=?�`J:CBdRSGJ�N:�w�Mi¾¿OJW�BdRN:dXSMYRJGjTHw�G�GJR@f	MYhK`N:FE\:�>@?DTJP=ESTJMKf	I�T�EHGSb�z
P�IiMLO\zQw�?gwÞBdRN:=<gMQn

< \I] =�¬.¦fc�³e¬�£;¡e³ h ¥§«,¨�ª ´e³e¬�^e¥� h ³©¨ ¦©¨lb¶¬&¸ �¥§¦e¡�ª
«�¨i_x¢�¡e« h «�¨ � h ¦f__^e¡©¡ ³©¨.¢�´e³©¥��¥�£;¥§¦e¡�ª

�©`@?�@MdIKI©>@?GSIK<j:��Y<AIifQ`@Mdw�WSw�?QP[ILEJ?D¾úRSv¶~�¹©W@RJ<S�JGS��P¿IKGJIif=MDw�:D~�<g?w�>SzQ�âf=MY`JR@?�
w�:=f=Mdw�:=f	GS<JG�>S`JG�>@?gw�?Q��G�IifC:=RjO¤:=`Sf	RSv¶~�?Q>SMY`N:Cf=?`@?P1²³¥(Ã¼µ±²"µ/)�¨�GÅ²³µB£mµB²"µ/)�¨âw�?C}
¾sMKf,fF:	<j¾sM�ILW@�sMYIif	P	MYRSRS?�BD:=fYTNRjWjf	zQItTÞGjEHGÀO¤:F¾sM�>S`JGJP=MYIifQGý<!BD:=PQGSIY:	RSGJ� >S`S?C}
hK`N:	w�w�v;n��Ý�Kf=?w�ILEJW@XN:CMs�@MKEJMYIK?	?	{`J:CBdRS?�>@?	ENz=BY?QP:Cf	zQItT,>J`@?Iif=MY�JbsGNw�G�XSGJILENMYRj}
RJvxw�G�w�MKf	?YO¤:	w�G�RN:D~?D¾¿ONMYRJG@T��Y<AIif	`SMdwaWSw�?PSUJRN:=>J`SGNw�MY`VUHw�MKf=?dOH?wÜ>S?QGJIK<j:@n
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òóØÊDÌÒCÏ�Í�ÎFÊ	Í E Æ���Ê>j_ÌCÊQÒië�Í�ïdÏ;Ö�ÊQËmÌÍmÎFÎFô�õ;ÙiØ@Ò�øQÍ ÓQìLØ
� ?=BKO\:FOHGNwÞ>J`@?�@MLONW@`@W[ONEJT�RN:D~?D¾¿ONMdRSG@T�w�:	<gIYGJwaWSw.:�¹©W@RJ<S�JGSG�RN:^BD:FO\:	RA}

RS?w ?	f	`SMiBd<gMcw�MKf=?dOH?wÜ>S?QGJIK<j:@º

> �QC�dMO�wjGw�DZY+[*>@P*L7\TC�^�_a^�b�^�egf
> WIP*L+C(Wh�a^���D
> �&DZY%AI?+�k\]C�nk\o_MpC@f�q�b%r*O9^�ONY@icz(zZbgf�D
> ��DZY%AI?+�k\]?�vjC(W�e \lANGK_QA9\odKYjC�n \o_gpC@fq�b%r(O9^�egfKf7^lONY@iczIzZbgf�D�wMC�dc\x�gf�D
> ?�J*{�D
h�OHM�P	P=MiONMYRJv >J:	`J:Qw�MKf	`Jv;º�üÈ¥SUñïjÿ�}xBD:FO\:	RSRJv��!>J`@?gw�Mi¾[Wjf=?<�UÝÍy}â<g?=EHGSXSMYIifQP=?

GJR@f=Md`SP:FEN?QPú`N:FBY{G@MYRJG@T�BD:FO\:	RSRS?Qhi?ú>S`S?w�Mi¾[Wjf	<j:SUmÁ°}�BF:DO¤:=RJRJ:CT�¹©W@RS<J�SG@T§n
�e`S?QP	MY`JGJw `N:C{Q?	fCW�>S`S?Q�SMLONW@`Sv�RN:[¹©W@RS<J�SGJG

> e�DZY \od1fKp���dQ}t*rI?�dI[�\,p~dMf7�
f := x→ x2 e(−x)

> wMC�dMO�w�ON�j?�\oe \odMf9^�d(Yys9z(z��Mf9�
4 e(−2)

á�:	<AIKGJw.:FEHz	RS?	M�BDRJ:DX@MdRSGSM�¹eW@RJ<J�SGJGÜRN:=�jONMYRJRS?	M�>S`JG >@?gw�?Q��G IKfF:=RjO¤:=`SfF}
RS?Qhi?�?Q>SMY`J:=f=?Q`N:"²³¥(Ã¼µ±²"µ/)�¨©MYIif	zJº

> ?�v%C(W�e�\x�gf9�
0.5413411328

´ RJ:DX@MdRSGSM^RJ:	�AOHMYRJR@?QM�>S`JG�>@?gw�?Q��G�Ii?=BKO\:	RSRS?Q��>J`@?�@MLONW@`Jv;º

> �QC�dMO�wjGw�\|sy^��a^�sNiIik^�e \odgfKf9�
0.5413275541

ùâB�>@?	ESW@XSMYRJRSv¶~|`SMiBKWFENzDfF:=f=?QP�PQGAO\R@?NUVX@f=?�BDRJ:DX@MdRSG@T|Ii?P	>N:DO¤:=�âf�ON?�XSMKf	P=Md`A}
f=?hi?¿BdRN:=<j:¿>@?ILENM©BD:=>@TSf	?Q�VUJX@f=?�hi?QP	?Q`JG@f[?�~?Q`S?QbsMY��f	?QXJR@?Iif	G�IK?=BiO¤:=RJR@?��>S`S?C}
�SMLOJW@`Jv;n

��Ë



E ÆZÌYÆ ã ÒtÎë�ØjÒ�ÌCÊiØ=ìFÍmÑ¤Ï�Ð;ÙiØ@ÒtøQÍÚÓQìLØAÏxÏ�ÙFÙiØ@Ò�ïCËmÊFÑ¤Ï�øFÊFÊ«�§ìDÎFïFøFÊDÊ�ÎCÏ Î_ÏéÓjÏ�ÎFÎQÒtÑ*ÙiØjÒtÑ�ÍIÏ¶ìQë_ïCÍ
< \3µ =�¬.¦fc�³e¬�£;¡e³ h ¥§«,¨�ª ´e³e¬�^e¥� h ³©¨ ¨�´e´©³e¬�_x¢�¡©«,¨S^e¡e¡

� h ¦f__^e¡©¡ ¦©¨ ·ó¨a^¨.¦e¦e¬.« ´e³©¬.«,¥Ø¸ h cÁ_x¥

�±?�w�R@?hKGj~�?Q{=E\:=IifdTj~À<j:=<!>S`JGS<@E\:DO\R@?��UófF:	<!G!¹eW@RjO\:Qw�MYRSfF:CENzQR@?��RN:KW@<JG!>J`SGj}
~?dOHGSf	I�T GNw�MKf	z�OHMiEN?�I�:=>J>S`S?Q<AIKGNw�:=�JG@TNw�G ILEJ?D¾úRSv¶~�BF:=P	GJIKGNw�?QIKf=MY�Vnl�e?	�Yf=?waW
Ii?	BiO\:FOHGNw�>S`S?Q�SMLONW@`jW�:	>S>J`S?Q<AIKGNw�:=�JGSG¿¹©W@RJ<S�JGSG[RN:âBD:DO¤:=RJR@?gw�>J`@?gw�Mi¾[Wjf	<gM�w�ML}
f=?dON?gwÜRN:=GNw�MYRJz	b�GA~�<JPQ:DO\`N:Cf=?PSn

> >@?(A�B%C+>+Ba�
> SUJKB%?>I[%P(W D�YI[*>@P*L�\]C�^�_a^�bc^�ec^o�*C�vMf8WKP*L+C(W
> �a^��c^lO�^�eIGKJQL�^��(>@C�[K�$s$^��K>@C�[K�jt�^��(>@C�[K�(��D
> �&DZY&RoAK?�k\]C�n \o_MpC*fq�b%r*O7^�ONY@iczKz`bgfNX�D
> ��DZY&RoAK?�k\]?�v%C(W�e \]A�GK_QA9\�d(YjC�n \�_MpC@fq�bjr*O9^�egfIf9^�O�Y@iczKzZbMf~X�D
> eIGKJgLkD`Y@��B%C�BMO+A�BMO+LIA�R�bjP�JQW*O~J%?IC>IHgO~B(Xk\��@C�va^��a^��c^��Mf�D
> �(>@C�[K��s9DZYI[%WIP�B�\xek\odMf9^�dKYjC�zKz�_c^]L+P(WIP>+YI_QWIC*L~�a^�BK�MO+LN�KJ%?(AIA�Y@tk^TA�BI�QWI?�YI[jP@O~JKBMfuD
> �(>@C�[K�%tcDZYI[%WIP�B�\xe+GKJgL�^��KYjC�zKz�_c^]L+P(WIP>+YI_QWIC*L~�a^�BK�MO+LN�KJ%?(AIA�Y@tjf�D
> �(>@C�[K�@��DZYI[%WIP�BQA�R�[%P@O~JKBI[QWIP�B(Xk\T�*AI?�k\%R�?�v%C(W�e \]C�n \�_MpC@fq�b%r*OKf9^
> ?�v%C(W�e�\lA�GK_%A9\od(YjC�n \o_MpC*fq�b%r*O7^�egfKfNXc^]ONY@iczKz�bgf��k^�BI�MOILN�KJj?(AKA�Y(��^TL+P(WIP>+YI_QWIC*L~�Mf9�
> [*>QO~JKBc\xeIGKJQL(f�D
> [*>QO~JKBc\o[QWIP�BQA�RZ{QOA�[QWIC��KX \x�(>@C�[K�*��^��(>*C�[K�jtjfIf�D
> ?�J*{�D
h�OHM�P	P=MiONMYRJv >J:	`J:Qw�MKf	`Jv;º�üÈ¥SUñïjÿ�}xBD:FO\:	RSRJv��!>J`@?gw�Mi¾[Wjf=?<�UÝÍy}â<g?=EHGSXSMYIifQP=?

f=?X@MY<VU¼Á°}.BD:DO¤:=RJRJ:CT�¹©W@RS<J�JGjT§Ug'%¥4©g}ÇP	GjO�GJIK<g?w�?Q��BD:	P	GJIKGJw�?QIif	GVn
µ :	IKIYw�?Qf	`SGNw�>J`JGJw�Md`�nCû.WDONMdw�GJIK<j:CfQz�>J`JG@Mdw�EJMdw�W@��:	>S>J`S?Q<AIKGNw�:=�JGS�ÞONEST�IiEJML}

ONW@���cMY�VUS?Qf	RJ��OHz�RSM^>J`@?Iif=?��UNf=MYIif	?QP=?��¹eW@RJ<J�SGJG�º

> e�DZY \od1fKp��jO|JKB�\|s�q��I�I�K�(� \oBMf9^�BKY@iczKz�dMf7�
f := x→

∫ x

0

1

Γ(t)
dt

� ?=BKO\:	RSRN:FT�>J`S?Q�SMLOJW@`N:�RN:=�jONMYfâRSMK?	{d~?dOHGNw�v��cP	GjO¿:=>J>S`S?Q<AIKGNw�:=�JGJG�G�>S?QIKf	`@?=}
GSfúhK`J:	¹;GJ<Vn

> SUJKB%?>I[%P(W9\Us$^�tk^� Iik^�e \odgf9^]L+q�\��g}�{QfKf9�
0.573467525895088093 y1.53550513148695011

�!ä
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< \¬« ¯®1®g°�±M²�³ ´�µ ¶¸·¸±º¹»±$¼ ±$¶¸·¾½ ²#·»�¿�À±$¹¸±$¶¸Á»·»µu°#Â ¶¸³�Ãg³
Ä ¹»µk´�¶¸±$¶¸·¾½ Åu·¸Æ»µ ÇÈ³ É»É&±$¹»µuÊNËÌ°#µ ¶¸ÉÍµ

Î�Ï�ÐjÏ�ÑuÒ�Ó�Ð*Ô¯Õ*Ð*ÒlÖQÕ(×�Ø%Ï�Ù]Ï�ÒUÑu×�Ù�×�Ú@Ï|ÛjÏ~Ø%Ü�Ú*×�Ù�×ÝÐjÏ�Þ,Õ@Ð*ÒlÖjÒ,Ø@Ò�Ú@ß(àyájÚ@Ï�âIÖ%Ò�Ú@Ú*Ô&Ò"ßjB�Þ�×Nã
×�Ó�Ú(×ä"Ò�Ú@ß*âåÚ(×Ð@Ñ�ß@Ð*×�æ�×çèÚ@Ïêé»ë(Ú*ç@ì@ß*í2ÐjÏ�Þ,Õ@Ð(Ò�ÖjÒ�ØjÒ�Ú@ßKà

> �@î��*��ï`ð ñx�jò�ó%ô@õKö��(÷��Kø+ó�ñUùUúK�jò�ójô*ûüjõý�ñ]÷��Kø+ó�ñUùUúK�jò�ójô*ûüjõ+þIÿ���ñx�jò�ójô�ú
> ÷��Kø+ó�ñ~ùUúK�jò�ó%ô*ûüjõIõKöN�jò�ójô@õ��

G0k3 := ζ →
√

ζ2 + 1
√

ζ2 + 1 ln(ζ +
√

ζ2 + 1)− ζ
> �&ïZð ñx�%ò�ó%ô@õIö��uñl÷��Iø+ó�ñ|ùUúI�jò�ó%ô*û�üjõ+þKÿ���ño�jò�ó%ô�új÷��Kø+ó�ñUùUúK�jò�ójô*ûüjõKõKö
> �jò�ó%ô@õ+ý�ñx�jò�ó%ô*ûüú*üjö�ü*þK÷��Kø+ó�ñ|ù�úK�jò�ó%ô*û�üjõKõ��

k := ζ →
√

ζ2 + 1 ln(ζ +
√

ζ2 + 1)− ζ
ζ2 + 2− 2

√

ζ2 + 1Î¾×�Ø*ë(Û*Ò�Ú@Ú(×�Ò¸Ð*Ò�ä"Ò�Ú@ß*Ò�ë(ÐjÏ�æ�Ú(ÒUÚ*ß(à3Ó�Ò�Õ(Ø@×Õ*Ð*×�æ�×�ÖQÚ*×�Þ�Ó�ß�æ�Þ,é�Ò�Ð@ß*Û*Ò�Þ,ç+×�âmÞ,ßIã
Þ�Ó�Ò|ÑuÒ�ç+×�×Ð�Ö%ß@ÚjÏNÓÝæ�ÞlØ@ë(Û@Ï�Ò�Þ�é»Ò�Ð@ß@Û(Ò�Þ�ç×â�Þ,ßjÑkÑuÒ,Ó�Ð*ß@ßèÞ�ë(Û(Ò,Ó�×Ñ Ú@Ï|ÛjÏ~Ø%Ü�Ú*×�Ù�×
ÐjÏ�Þ,Õ@Ð(Ò�ÖjÒ�ØjÒ�Ú@ßKà

> ��ïZð ñ�����ó%ô��	���jò�ó%ô*õKö���@î��*�kñx�jò�ó%ô@õý�ñTü(þ��QþK÷�
Iø+ó�ñ���þ�ó%ô��Mõþ���ñ�jò�ójô@õIû��Qõþ
> ���Kó�ñKñlò�����ñ�ö~��ñ�jò�ó%ô@õIûü(þ9ñ�gö��gõIûü(ý�ñ��%þ�ó%ô��MõIõKö
> ò�����ñ,ö���ñ�jò�ó%ô@õIûü(þ9ñ�Kú��gõIûü(ý�ñ��Qþ�ó%ô��MõIõKõý�ñ|ù�ú��Qûüjõ+û7ñ��@ýIü@õ����Kð@î	�����jò�ó%ô*õ��

� �



!#"%$&"('	)�)+*�,.-0/�13254�6�,879,+:;,+4�6=<>-�6�?@?A,B79,C4=D�6�2E*�FG4�/�HE/@I 7�251 4�,C4�6=<KJ�6�L�2NM@/O�O�,B7�2GPRQS*�254�O=2

G := (u, τ, ζ)→ 1

2

(

G0k3(ζ)

u
√
π τ k(ζ)3

∫ ζ

0

e(−1/4
k(ζ)2 (z−u)2

τ
) − e(−1/4 k(ζ)

2 (z+u)2

τ
)

(1 + z2)(3/2)
dz

)

> T ñ��#��óQô��#���@ò�ó%ô@õ��
> U�ïZð��(ðKógû7ñ|ù~îjõ��

U := u = t10

Î�Øj×�Ó�Ú(×Þ�Ó�Ü�Û@ß*ÞlØQÏêÛjÏ�Þ�Ó�ß*ìåßWV�Ú*Ò�Ð@Ù,ß*ß

> X�ïZð ñoó���ó%ô��	���jò�ó%ô*õKö�Y*÷���ZQ÷9ñ[U\�]�gû��jþ�T ñ��#��ó%ô��	���jò�ó%ô*õKõ��
> ^ÍïZð ñoó���ó%ô��	���jò�ó%ô*õKö�Y*÷���ZQ÷9ñ[U\�]�gûü*þ�T ñ��#��ó%ô��	���jò�ó%ô*õKõ��

E := (t, τ, ζ)→ subs(U, u3G(u, τ, ζ))

V := (t, τ, ζ)→ subs(U, u2G(u, τ, ζ))
_ æ�×�Øjí¾ì@ß(à�ÐjÏ�Þ,Õ@Ð(Ò�ÖjÒ�ØjÒ�Ú@ßKà!Õ(Øj×�Ó�Ú*×�Þ�Ó�ß�Û@ß*ÞlØQÏ�Û@Ï�Þ�Ó�ß@ì�ß`V�Ú*Ò�Ð@Ù,ß*ß!Û@Ï�Þ�Ó�ß@ì

Õ@Ð*ßèÐjÏ�a,Ø%ß@Û*Ú@Ô#bèæ�Ð*ÒUÑuÒ�ÚjÏ=b
> �Qÿ�c�ó�ñ�de^cñoó	��î	�lùf�,ùõ��]^cñ�ó#��ùf��ù�õ��]^cñoó#�,ùNîA��ùõg�]^cñoó#�,ùNîKîA��ù�õ��
> ^cñoó#��ù�îKîKîA�,ùõ�h	��óKð@î	����üi�Gjkc(ÿ�c�øIð�ZQÿIôlj��Mõ��
> �Qÿ�c�ó�ñ�dCX ñoó	��î	�lùf�,ùõ���X ñ�ó#��ùf��ù�õ���X ñoó#�,ùNîA��ùõg��X ñoó#�,ùNîKîA��ù�õ��
> X ñoó#��ù�îKîKîA�,ùõ�h	��óKð@î	����üi�Gjkc(ÿ�c�øIð�ZQÿIôlj��Mõ��
> �Qÿ�c�ó�ñ�de^cñoó	��î	�lùf�,ùNîKîjõ���^cñoó#��ù8��ùNîKîjõ���^cñoó#��ù~îA��ùNîKî@õ��
> ^cñoó#��ù�îKîA��ù~îKîjõ��]^�ñoó#��ùNîIîKîA��ùNîIîjõ�h	��ó(ð*î	���]�m�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��Mõ��
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T ñ��#�xî	�lùf��ù�õ��[�gûü(þ�T ñ��#��ù8��ùõ��[�Qûü*þ�T ñ��#��ùNîA�,ùõ��
> �gûü*þ�T�ñ��#��ù~îKîA��ùõ�h	�[�(ð@îm����üKîA�5jkc(ÿ�cøIð\d+ZQÿIôlj��#�[�%ô�n�o#�[ZQÿ��jòi�oø@òqp�hQõ��
Î¸Ð*ÒlÖQÕ(×�Ø%Ï�Ù]Ï�ÒUÑu×�Ò#Ú@Ï|ÛjÏ~Ø%Ü�Ú*×�Ò ÐjÏ�Þ,Õ@Ð(Ò�ÖjÒ�ØjÒ�Ú@ß(Ò
> T@îcïZð ñ�#���jò�ó%ô@õKö�Y�T@î��l�kñ��jò�ó%ô@õ�ý�ñ���ñ�jò�ó%ô@õIû��@þ
> ñ|ùUú��gû+üjõIû7ñ�@ýIüjõKõþ�r%òKô�n��+÷l��p@ò9ñ�jò�ó%ô@ö=�Mõ��

G0 := (u, ζ)→ G0k3(ζ)Heaviside(ζ − u)
k(ζ)3 (u2 + 1)(3/2)

> �Qÿ�c�ó�ñ�gû��jþ�T@îuñ��#�,ùNîKîjõ��]�(ð@î	���]ùNüKîjõ��
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T@îuñ��	��ùNîjõ��]�gûü*þ�Tkñ��#��î	��îIîgùf��ùNî@õ��[�gûü(þ�T ñ��#�xî	��îKî�sA�,ùNîjõ��
> �gûü*þ�T�ñ��#��îm��îgùf��ù~îjõ��[�gû�ü*þ�T ñ��	��î	�lùf��ù~îjõ��[�gû�ü*þ�T ñ��	��ùf��ùNî@õ�h	�[�(ð@îm����üKîA�
> jkc(ÿ�cøKð�ZQÿIô9j��Mõ��
> �Qÿ�c�ó�ñ�dCX ñoó	��î	�lùf�,ùNîKîjõ��[X ñoó#��ù8��ùNîKîjõ��[X ñoó#��ù~îA��ùNîKî@õ���X ñoó	��ùNîKîA��ù~îKîjõ��
> X ñoó#��ù�îKîKîA�,ùNîKîjõ�hm��ó(ð@î	���]�m�GjkcKÿ�cøIð�ZQÿ+ôlj��Mõ��

� �
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> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T@îuñ��	��ùNîjõ��]�gûü*þ�Tkñ��#��î	��îIîKîgùf��ù~îjõ��[�gû�ü*þ�T ñ��	��î	��îKîKî�sA��ùNîjõg�
> �gûü*þ�T�ñ��#��îm��îKîgùf�,ùNîjõ��[�Qûü*þ�T ñ��#��î	��î�si��ùNîjõ��~�gûü*þ�T ñ��#��îm�lùf��ùNîjõ�h	�
> �(ð@î	���oüKîA�Gjqc(ÿ�cøIðkZQÿIôlj��gõ��

���+� ¯®1®g°�±M²�³ ´�µ ¶¸·¸± ¹¸±$¼ ±$¶¸·¾½ ·¸¶¸Åu±$Ãg¹�µu°�Â�¶¸³ ÃM³ Ä ¹»µk´�¶¸±$¶¸·¾½
Åu·¸Æ�µ ÇÈ³�É¸É&±$¹»µuÊNËÌ°#µ ¶¸ÉÍµ Æ¸¹¸· � µu°w��� ´ ¹¸±f��±$¶»µi� �y´ ³kÊ
°N�hÁ¸·¸·

> ø@ò(÷�ó%ô+ø+ó#�
�9Ï�æ�Ú*×�æ�Ò�Þ,Ú*×�Ò�Ð@Ï�Þ,Õ@Ð(ÒlÖ%Ò�ØjÒ�Ú@ß(Ò

> �0�KîcïZð�ñ��MõKö�YKük�@ýIü(þIò�����ñ�ö��jþ��Mõg�
f � 0 := x 7→ 27

2 e
−3x

> ø@òKôqp � �9�8�z�(ó;���S�$ï+�x�~ó�� ñ��9�8�z�IóMõ��
[Integral1 , Integral2 , Integral2 � trap, Integral3 ]

> �cïZð ñ����[oMõKö�Y��9�8�z�Ió>d5�z�Kójò��*ø@ô(ÿjùzh ñTîA�[o	��ùNîKîA�]�#�[�#�[�Qû��%ý�ñ]ò�����ñ,ö��Mõ~úyùõKõ��
S := (n, y) 7→ YuInt Integral1

(

0, y, 100, 4, x, xn

e−x+1

)

> �uñTüA��ù+õ��
0.2259

> �q�gù9ïZð�ñ�oMõKö�Y�oQþKÿ�� ñTüjõNú����Iûü(ýQù~üú�oQþk�uñ îA�[oMõKö��uñ|ùf�[ogõ��
> �q�gù1ñ|ù+õ��

J � 1 := y 7→ y ln (2) + 1/12 π2 + yS (0, y)− S (1, y)

ln (2) + 1/12 π2 + 0.2907

> �Qÿ�c�ó�ñ��q�gù1ñ��Mõ��[�(ð*î	����sjõg�
> �q�KücïZð�ñ�oMõKö�Y�ogû��jþIÿ���ñTüjõ~ú����IûüKý��*þ�o(ú0�KýIü*þ��@ò�ó%ô�ñ��Qõ~ú�ogûü*þq�uñTîA�[oMõ
> ö�ü*þ�oQþ��uñ|ùf�]oMõNú0�uñ üA�[oMõ��

J � 2 := y 7→ y3 ln (2) + 1/6 π2y + 9/2 ζ (3) + y2S (0, y)−

−2 yS (1, y) + S (2, y)

��G�



!#" ��"¡'#)[)+*�,.-0/�13254�6�,q79,+:;,C4=6=<m6�4�J5,CHe7�2E*�FG4�/�HE/�I 7�2E1 4�,+4�6=<¢MA/�O�O�,£7k2GPRQS*�254=O=20-k*�<i¤¥2�*�|x}i179,+¤8,+4

> �q�Küuñ|ù+õ��
ln (2) + 1/6 π2 + 9/2 ζ (3) + 0.1871

> �Qÿ�c�ó�ñ��q�Küuñ��Mõ��[�(ð*î	����sjõg�
> �q�k��ïZð�ñ�oMõKö�Y�ogû��jþIÿ���ñTüjõ~ú�ogûü*þ����Iûü(ý��Kú�oQþ+ük�*ýIü*þ��@ò�ó%ô�ñ��Qõ~ú�ogû��jþk��ñTîA�[oMõ
> ö��jþ�ogû+ü*þk�uñUùf�[oMõNú��jþ�oQþk��ñTüA�[oMõIö��uñ��m�[ogõ��

J � 3 := y 7→ y3 ln (2) + 1/4 y2π2 +
27

2
yζ (3) + y3S (0, y)−

−3 y2S (1, y) + 3 yS (2, y)− S (3, y)

> �q�k�kñ|ù+õ��
ln (2) + 1/4 π2 + 27

2 ζ (3) + 0.1365

> �Qÿ�c�ó�ñ��q�k�kñ�oMõ��[o(ð*î	���]�Qõg�
Î»Ï�Ð@Ï�ÑuÒ,Ó�Ð@Ô¿ÚjÏ|Û@ÏNØjÜ�Ú(×Ù�×�Ð@Ï�Þ,Õ*Ð*ÒlÖ%Ò�ØjÒ�Ú*ß(à
> ô�ïZð ñ�o1õKö�Y0���k�kñ�oMõ�ýl�q�Küuñ�oMõ��

a := y 7→ J ¦ 3 (y)
J ¦ 2 (y)

> �Qÿ�c�ó�ñlô�ñ�oMõg�[o(ð@î	����üKîA��ó��¥��j����jò(÷K÷�ð@üA�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��Mõ��
> §&ïZð ñ�o1õKö�Yuñ �q�k�kñ�ogõKõIû��@ý9ñ3�q�Küuñ�oMõKõIû��#�

A := y 7→ (J ¦ 3 (y))
3

(J ¦ 2 (y))
4

> �Qÿ�c�ó�ñ§�ñ�oMõg�[o(ð@î	���lùNîA��ó��¥��j����jò(÷K÷�ð@üA�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��Mõ��
> �uñTîA��î#�lùõ��

0.05124

> T0�KîcïZð�ñ��#�[ogõKö�Y�§�ñ�oMõý�ñ]ò�����ñ]ô�ñ�oMõ+þ��Mö�ogõNúyùõ��
G � 0 := (x, y) 7→ A(y)

ea(y)x−y+1

> ò�n%ô(ÿ���ñT0�Kî�ñ|ùf��ùNîIîjõKõ��
0.01485337595

> �Qÿ�c�ó�ñ�dCT0�Kî�ñ��#���jõg��T0�Kîuñ��#��üKîjõg��T0�Kîuñ��	���Kîjõ�hm�[�(ð@î	����sA�[�����0�¡c0���Kó%÷�ð@üKîKîIîA�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��Mõg�
> Z¨�KîcïZð�ñ�oMõKö�Y0�q�gù1ñ�oMõ+þ9�q�q�kñ�oMõý9�q�Küuñ�oMõ+ûüA�

b � 0 := y 7→ J ¦ 1 (y)J ¦ 3 (y)

(J ¦ 2 (y))
2

��z�



Qt7q6=*q/ Ï ,C4�6�,u!	"wvx6�y�*�6�/3JE,COz2w{56�)+*q,+4�4�|x}wL379/D�,.-�I 7

> �Qÿ�c�ó�ñZ¨�Kîuñ�oMõ��[o(ð*î	���lùNî@õ��
Î¾ÒUÐ*æ�×�Ò#Õ@Ð*ßl©�Ø%ß9ª�Ò�Ú*ß*Ò
> T0�gùNîcï`ð ñ��#�]oMõKö�Yuñ ü*þ�§�ñ�ogõý��Qþ9ñIñTü*þ�Z¨�Kî�ñ�oMõKöô9ñ�oMõKõ+þ+ò�����ñ]ô9ñ�oMõ+þ��Mö=oMõNú
> ü*þ�Z¨�Kî�ñ�oMõKõ�ý�ñ]ò���� ñ]ô�ñ�oMõþ��Mö�oMõ~úyùõIûüú*ü*þ�§�ñ�ogõ+þIô�ñ�ogõIûü*þIò�����ñTü*þ9ñTô�ñ�oMõ+þ��Mö�oMõKõ�ý
> ñ]ò�����ñlô�ñ�oMõþ��Mö�oMõ~úyùõIû��%ö�§�ñ�oMõþIò�����ñ]ô9ñ�oMõ+þ��gö�oMõ+þIô9ñ�oMõ+þ9ñTô�ñ�oMõq«�ú*ü*þ�Z¨�Kî�ñ�oMõKõý
> ñ]ò�����ñlô�ñ�oMõþ��Mö�oMõ~úyùõIûü@õ��
> Z¨�gù9ïZð�ñ�oMõKö�Y�§�ñ�oMõþ9ñTü*þ�Z0�Kîuñ�oMõþKÿ���ñ|ùUú@ò�����ñ�ogõKõýKô�ñ�oMõKöò�����ñ�oMõý�ñUùUújò���� ñ�oMõKõKõg�

b � 1 := y 7→ A (y)
(

2 b ¦ 0 (y) ln(1+ey)
a(y) − ey

1+ey

)

> �Qÿ�c�ó�ñZ¨�gù1ñ�oMõ��[o(ð*î	���lùNîi�TÿIô�Z%òKÿK÷�ð;d+o#��¬[Z$ùf¬�hm�Gjkc(ÿ�c�øIð�ZQÿIô9j��Mõ��
�Ó�×�Ð*×�Ò Õ@Ð*ßl©�Ø%ß9ª�Ò�Ú*ß*Ò
> T0�KüKîcï`ð ñ��#�]oMõKö�Y*÷���ZQ÷9ñ��Kð��#��ù�ý��gûü*þ�p������ ñ��gû�ü*þ9ñ�p������ ñT0�QùNîuñ��#�[ogõ��[�Mõ
> ú@ü*þ9ñT¨�gùNîuñ��#�[oMõ+þ�Z¨�Kîuñ�ogõNú�T0�Kî�ñ��#�[oMõ+þ�Z¨�gù1ñ�ogõKõKõ��[�gõKõ��
> ò�n%ô(ÿ���ñT0�KüIîuñ|ùf��ù�õKõ��

−0.8551376874
�$Ò�ä�Ò�Ú@ß(Ò�æ�æ�ßKÖjÒ ÐàKÖgÏ¯®7Ò�âKØj×�ÐjÏêæ�Õ*Ò�Ð@æ�×Ñ6ß�æ�Ó�×�Ð*×Ñ Õ*Ð@ß9©�Øjß9ª�Ò�Ú@ßKà9b
> T��jücïZð�ñ��#�[o	��ó%ô��MõIö�Y��gûü(þ9ñT0�Kî�ñ��#�[oMõNú+ó%ô��Qþ�Tl�gùNîuñ��	�[oMõ
> úyù�ýIü*þ�ó%ô��gû�ü*þ�T0�KüIîuñ��#�[ogõKõ��

Gx2 := (x, y, τ) 7→ x2
(

G � 0 (x, y) + τ G � 10 (x, y) + 1/2 τ 2G � 20 (x, y)
)

> ò�n%ô(ÿ���ñT��jü�ñ|ùf���m�xî	�lùõKõg�
0.3391392287

> T��$ùNücï`ð ñ��#�]o#��ó%ô��gõKö�Y��gû�ü*þ9ñT0�Iîuñ��#�[oMõ~úIó%ô��Qþ�T0�gùNîuñ��#�[oMõKõg�
Gx12 := (x, y, τ) 7→ x2 (G � 0 (x, y) + τ G � 10 (x, y))

_ æ�×�Øjí¾ì@ß(àÝÐjÏ�Þ,Õ@Ð(Ò�ÖjÒ�ØjÒ�Ú@ßKà�Õ(Øj×�Ó�Ú*×�Þ�Ó�ß3Û*ß@ÞlØQÏ�Û@Ï�Þ�Ó�ß@ìÝß°V�Ú*Ò�Ð*Ù�ß*ß�ÛjÏ�Þ,Ó�ß*ì3Õ*Ð@ß
ÐjÏ�a,Ø%ß*Û@Ú@Ô#bWaUÚ@Ï|Û*Ò�Ú*ß(à�b�Þ�æ�×�©�×�ÖQÚ*×�Ù�×�ÕjÏ�ÐjÏ�ÑuÒ,Ó�Ð@Ï

y
æ�Õ(ÒUÐ*æ�×Ñ Õ@Ð*ßl©�Ø%ß9ª�Ò�Ú*ß@ß8±

> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#��ùõ��[T��$ùNüuñ��#��ùf��î	��îgùõ���Tk�$ùNüuñ��	��ùf��î	��î�sjõ��
> T��$ùNüuñ�#��ùf�xî	�lùõ��[T��$ùNüuñ��#��ùf��îm��üjõ�h	�[�Kð@î	���]�@�Gjkc(ÿ�c�øIð�ZQÿIô9j��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#���Qõ��[T��$ùNüuñ��#���m��î	��îgùõ���Tk�$ùNüuñ��	���m��î	��î�sjõ��
> T��$ùNüuñ�#���m�xî	�lùõ��²T��$ùNü�ñ��#���m�xî	��üjõ�h	�]�(ð@î	�����m�Gjkc(ÿkcøIð�ZQÿ+ôlj��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï

�� ³
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> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#���jõ��[T��$ùNüuñ��#���A��î	��îgùõ���Tk�$ùNüuñ��	���A��î	��î�sjõ��
> T��$ùNüuñ�#���A�xî	�lùõ��²T��$ùNü�ñ��#���A�xî	��üjõ�h	�]�(ð@î	�����m�Gjkc(ÿkcøIð�ZQÿ+ôlj��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#��ùNîjõg��T��$ùNü�ñ��#��ùNîA�xî	��îgùõg��T��$ùNü�ñ��#��ùNîi��î	��î�sjõg�
> T��$ùNüuñ�#��ùNîi��î	�lùõg��T��$ùNü�ñ��#��ùNîi��î	��üjõ�hm�[�(ð@î	���]�m�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#��ùõ��]�Qþ�T��$ù~üuñ��#��ùf�xî	��îgùõg�[�Qþ�T��yùNüuñ��#�,ùf��î	��î�s@õ��
> �Qþ�T��$ù�üuñ��#�,ùf��î	�lù�õ��[�Qþ�Tk�$ùNüuñ��	��ùf��î	��ü@õ�h	�[�(ð*î	���C�#�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#���Qõ��]�Qþ�T��$ù~üuñ��#���m�xî	��îgùõg�[�Qþ�T��yùNüuñ��#���m��î	��î�s@õ��
> �Qþ�T��$ù�üuñ��#���m��î	�lù�õ��[�Qþ�Tk�$ùNüuñ��	���m��î	��ü@õ�h	�[�(ð*î	���C�#�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#���jõ��]�Qþ�T��$ù~üuñ��#���A�xî	��îgùõg�[�Qþ�T��yùNüuñ��#��A��î	��î�s@õ��
> �Qþ�T��$ù�üuñ��#��A��î	�lù�õ��[�Qþ�Tk�$ùNüuñ��	���A��î	��ü@õ�h	�[�(ð*î	���]�m�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#��ùNîjõg�[�Qþ�T��yùNüuñ��#��ù~îA��î	��îQùõ��[�Qþ�T��$ùNüuñ��#��ùNîA��îm��î�sjõ��
> �Qþ�T��$ù�üuñ��#�,ùNîA��î	�]ùõ��[�Qþ�T��$ùNüuñ��#��ùNîA��îm��üjõ�h	�]�(ð@î	�����m�Gjkc(ÿkcøIð�ZQÿIô9j��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï

_ æ�×�Øjí¾ì@ß(àÝÐjÏ�Þ,Õ@Ð(Ò�ÖjÒ�ØjÒ�Ú@ßKà�Õ(Øj×�Ó�Ú*×�Þ�Ó�ß3Û*ß@ÞlØQÏ�Û@Ï�Þ�Ó�ß@ìÝß°V�Ú*Ò�Ð*Ù�ß*ß�ÛjÏ�Þ,Ó�ß*ì3Õ*Ð@ß
ÐjÏ�a,Ø%ß*Û@Ú@Ô#bWaUÚ@Ï|Û*Ò�Ú*ß(à�b�Þ�æ�×�©�×�ÖQÚ*×�Ù�×�ÕjÏ�ÐjÏ�ÑuÒ,Ó�Ð@Ï

y
æ�×�æ�Ó�×�Ð*×Ñ Õ*Ð@ß9©�Øjß9ª�Ò�Ú@ß*ß8±

> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#��ùõ��[T��jüuñ��	��ùf��î	��îQùõ���T��@üuñ��#��ù8��î	��î�s@õ��
> T��jüuñ�����ùf��îm�lùõ���Tk�jüuñ��#�,ùf��î	��ü@õ�h	�[�(ð@îm���]�m�Gjqc(ÿ�cøIðkZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#���Qõ��[T��jüuñ��	���m��î	��îQùõ���T��@üuñ��#���@��î	��î�s@õ��
> T��jüuñ������m��îm�lùõ���Tk�jüuñ��#���m��î	��ü@õ�h	�[�(ð@îm���]�m�Gjqc(ÿ�cøIðkZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#���jõ��[T��jüuñ��	���A��î	��îQùõ���T��@üuñ��#���i��î	��î�s@õ��
> T��jüuñ������A��îm�lùõ���Tk�jüuñ��#��A��î	��ü@õ�h	�[�(ð@îm���]�m�Gjqc(ÿ�cøIðkZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï

��G´
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> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gûü(þ�T0�Kîuñ��#��ùNîjõg��T��jüuñ��#��ùNîA��îm��îgùõ��[T��jüuñ��	��ùNîA��îm��î�sjõ��
> T��jüuñ�����ùNîA�xî	�lùõ��[T��jüuñ��	��ùNîA��îm��üjõ�h	�[�Kð@î	���]�@�Gjkc(ÿ�c�øIð�ZQÿIô9j��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ�ï
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#��ùõ��]�Qþ�T��jü�ñ��#��ùf��îm��îgùõ��]�Qþ�T��jü�ñ��#��ùf�xî	��î�sjõ��
> �Qþ�T��jü�ñ��#��ù8��î	�lùõg�[�Qþ�T��@üuñ��#��ù8��î	��üjõ�hm�[�(ð@î	���C�#�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#���Qõ��]�Qþ�T��jü�ñ��#���m��îm��îgùõ��]�Qþ�T��jü�ñ��#���m�xî	��î�sjõ��
> �Qþ�T��jü�ñ��#���@��î	�lùõg�[�Qþ�T��@üuñ��#���@��î	��üjõ�hm�[�(ð@î	���C�#�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#���jõ��]�Qþ�T��jü�ñ��#���A��îm��îgùõ��]�Qþ�T��jü�ñ��#���A�xî	��î�sjõ��
> �Qþ�T��jü�ñ��#���i��î	�lùõg�[�Qþ�T��@üuñ��#���i��î	��üjõ�hm�[�(ð@î	���]�m�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��#�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ
> �Qÿ�c�ó�ñ�d+�gû��@þ�T0�Kîuñ��#��ùNîjõg�[�Qþ�T��@üuñ��#��ùNîi��î	��îgù�õ��[�Qþ�Tk�jüuñ��#�,ùNîA��î	��î�sjõ��
> �Qþ�T��jü�ñ��#��ù~îA��î	�lù�õ��[�Qþ�Tk�jüuñ��#�,ùNîA��î	��ü@õ�h	�[�(ð*î	���]�m�5jkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��	�
> ó��¥��j��9�%ò(÷K÷�ð@üA�T÷�ó�oQÿIò�ð;d�ÿl���%òi� ÿl���%òi�Tÿ9���%òi�Tÿ9���%òi�[�¨c0���Kó9hQõ

����µ ¯®1®g°�±M²�³ ´�µ ¶¸·¸± µ�®1·¶�åÆ»Åu³ Åu·¶·¸±�®1É&³�Ãg³ ¹¸±$¼ ±$¶¸·¾½
·»¶¸Åu±$Ãg¹»µ�°�Â ¶»³ Ãg³ Ä ¹»µ ´ ¶»±$¶¸·¾½ Å�·»Æ»µ Ç ³�É¸É&±$¹»µ�Ê~ËÌ°�µk¶¸ÉÍµ

> ø@ò(÷�ó%ô+ø+ó#�
> �x�~ó���ñ�Qÿ�c�ó%÷*õ�ï
> ø@òKôqp � �9�8�z�(ó;���S�$ï+�x�~ó�� ñ��9�8�z�IóMõ��

[Integral1 , Integral2 , Integral2 � trap, Integral3 ]
¸ ë(Ú*ç@ì@ßKà�ÚKë~Ø@ÒUæ�×�Ù,×�Õ*Ð@ßl©�Ø%ß�ª�Ò�Ú@ß(à

> T@îcïZð ñxó%ô��#�]�MõKö�YgùNý�ñTü*þ��%þK÷�
Kø+ó ñ���+þ�ó%ô��MõKõ+þl�=�Kó�ñ�¹1ùNý����Qþ�o%þ9ñ]ò�����ñ�ö@ù�ý��Qþ
> ñ��Mö�oMõKûü(ý�ójô��MõKöò�����ñ,ö@ùNý��Qþ9ñ��Kú�oMõIûü(ý�ó%ô��MõKõg�[o¿ðjî ���W�Qýq�Qõ��
G0 := (τ, x)→ 1

2

(

1

x
√
π τ

∫ 4/3

0

81

64
y (e(−1/4

(x−y)2

τ
) − e(−1/4 (x+y)

2

τ
)) dy

)

> T@îuñoó#���Mõ��
��5º
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81
√
t

64x
√
π
exp(−9x2 + 24x+ 16

36t
) +

81

128
erf(

3x+ 4

6
√
t
)−

− 81
√
t

64x
√
π
exp(−9x2 − 24x+ 16

36t
)− 81

128
erf(

3x− 4

6
√
t
)

> ô(÷K÷��q�1ò�ñoó%ô��¨YKîA��ó0YKîjõ��
> ZjîcïZð ñxó%ô��MõIö�Y¨���Kó ñ��Qþ�T@î�ñoó%ô��#�]�Mõ��[�(ð@îm���E���9�����¥�~ó�ogõ��

b0 := τ →
∫ ∞

0

xG0(τ, x) dx

> ZjîuñoóMõu�

− 9

64

(9 t˜(3/2) e(
4
9 t˜ )
√
π erf(

2

3
√

t˜
)− 12 t˜− 8

√
t˜
√
π erf(

2

3
√

t˜
) e(

4
9 t˜ )) e(−

4
9 t˜ )

√
t˜
√
πÎ¸Ð*ÒlÖQÞ�Ó~Ï�æ�ßjÑhÕ(×Õ*ÐjÏ�æ�çKë�ç é¸ë(Ú@ç@ì*ß@ß ÚKë~Ø@Ò�æ�×�Ù�×mÕ*Ð@ßl©�Ø%ß�ª�Ò�Ú@ß(à æ3æ�ßKÖ%Ò Þlë*ÑkÑ�Ô

æ�×Þ,Ü�ÑkßÝß@Ú(Ó�ÒUÙ,Ð@ÏNØ@×æl½0¾»Ú*Ó�Ò�Ù,ÐjÏ~Ø%Ô
J1

ß
J2

Õ(Øj×&b+× Þb×UÖjà*Ó�Þ à3Õ*Ð@ß
t→ 0

áIÕ*×�V,Ó�×Ñ�ë
æ�×�ç@Ð*Ò�Þ�Ó�Ú*×�Þ�Ó�ß

t = 0.001
ÐjÏ�a,Øj×=ª�ßjÑ ß�b�æ Ðà(Ö¿®7Ò�â(Ø@×Ð@Ï*áIÏ#ÚjÏ#×�Ó�Ð(Ò�aUç+ÒÁÀ¼Â9½ÃÂ�ÂlÄ�áÆÅ�Â�Ç

Õ@Ð*ßjÑuÒ�Ú@ß@Ñ Þ�×�a,ÖQÏ�Ú*Ú(ë(íºÕ@Ð(×ì(Ò�Ö@ë(Ð(ë�Û@ß*Þ�Ø@Ò�Ú@Ú*×�Ù�×�ß*Ú*Ó�Ò�Ù,Ð@ß@Ð(×æ�Ï�Ú@ß(à8½
> �jù9ïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> ���Kó�ñ3j�c���n%ò�ø+ó�ñoó%ô�oQÿ�cøkñUù�ýIü*þ9ñ¹1ù�ý����Mõ+ûü*þ%ù�ý�óQþIòø��kñTü(ý�ñ��@þK÷�
Kø+ó�ñ�óMõKõKõ+þ
> ñ�¹@ý��jöNóMõ+þIò�ø�� ñKñ��Kú��%ýq�Qõ�ý�ñTü*þK÷�
Kø+ó�ñoóMõIõKõ���ó(ðjî	��îKîgùf�Ès
> õ��[�¡c(ÿ�o��¡c��yõ���ó(ð@îm����î	��îIîgùõNúx�&�Kó%ò��*ø@ôKÿ%ù1ñTî	��îKîgùf��ójô��#��ùNîIîA��sA��ó#�,ù�ýIü*þ
> ñ�¹1ù�ý��q�MõIûü(þ%ù�ý�óQþ+òø�� ñTüKý�ñ��jþK÷�
Kø+ó�ñoóMõIõKõ+þ
> ñ�¹@ý��jöNóMõ+þIò�ø�� ñKñ��Kú��%ýq�Qõ�ý�ñTü*þK÷�
Kø+ó�ñoóMõIõKõKõ��
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> �jù1ñ|ùf�Uùõ��

5.131436206
> �ücïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> ���Kó�ñ3j�c���n%ò�ø+ó�ñoó%ô�oQÿ�cøkñ�ö@ù�ýIü*þ7ñ�¹1ù�ý����gõIûü*þ%ùNý�óQþIòøk� ñTü(ý�ñ�jþK÷�
Kø+ó ñoóMõKõKõþ
> ñ�¹@ý��jöNóMõ+þIò�ø�� ñKñ��gö��%ýq�Qõ�ý�ñTü*þK÷�
Kø+ó�ñoóMõIõKõ���ó(ð*î	��îKîgù8�Èsjõ��[�¡c*ÿ�o��¡c=�$õ��
> ó(ð@î	���oî	��îKîQùõNúx�z�Ió%ò��*ø@ôKÿ%ù1ñTî	��îKîgùf��ó%ô��#��ùNîKîi��sA��ó#�]ö@ù�ýIü*þ7ñ�¹1ù�ý����gõIûü*þ%ùNý�óQþ
> òø�� ñTü*ý�ñ��jþI÷�
Kø+ó�ñ�óMõKõKõ
> þ9ñ�¹@ý��%ö~óMõ+þ+òø�� ñKñ��Mö��%ýq�%õý�ñTü*þI÷�
Kø+ó�ñoógõKõKõKõ��
> ò��lpÉ�*ø0clj ï

�� Ê
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> �üuñ|ùf�Uùõ��
4.302436206

Ë#Ø@à�×�Þ�ÓNÏ~Ø%Ü�Ú@Ô#bèß@Ú*Ó�Ò�Ù,ÐjÏ~Øj×�æ�Ó~Ï�ç9ª�Ò�Õ@Ð*ßjÑuÒ�Ú@ß@Ñ Þ,×�a�ÖgÏ�Ú@ÚKë(íÈÕ*Ð*×�ì*ÒlÖjë(ÐKë�Û@ß*Þlã
ØjÒ�Ú*Ú*×�Ù,×�ß@Ú(Ó�ÒUÙ,Ð*ß@Ð*×�æ�Ï�Ú*ß(à8½

> ����ïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> �z�Kó%ò��@ø@ô(ÿ%ùMñTîA��ó%ô��#��sKîA�sA��ó#�lö$ñ�¹1ù�ý����gõIûü*þ%ùNý�óQþIòøk� ñTü(ý�ñ�jþK÷�
Kø+ó ñoóMõKõKõþ
> ñ�¹@ý��jöNóMõ+þK÷�
Kø+ó�ñoógõý�ñl÷�
Iø+ó�ñ���Iõ+þ��Mõ+þIò�����ñ,ö@ùNý��Qþ9ñ��gö��%ýq�Qõ+ûü(ý�óMõKõg�
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> ���kñ|ùf�Uùõ��

−0.57184
> ���&ïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> �z�Kó%ò��@ø@ô(ÿ%ùMñTîA��ó%ô��#��sKîA�sA��ó#�+ñ¹1ù�ý����Mõ+ûü*þ%ù�ý�óQþIòø��kñTü(ý�ñ��@þK÷�
Kø+ó�ñ�óMõKõKõ+þ
> ñ�¹@ý��jöNóMõ+þK÷�
Kø+ó�ñoógõý�ñl÷�
Iø+ó�ñ���Iõ+þ��Mõ+þIò�����ñ,ö@ùNý��Qþ9ñ��Kú��%ýq�Qõ+ûü(ý�óMõKõg�
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> ����ñ|ùf�Uùõ��

0.010944
> �qscïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> �z�Kó%ò��@ø@ô(ÿ%ùMñTîA��ó%ô��#��sKîA�sA��ó#��ùNýIü*þ9ñ�¹1ùNý����MõIû�ü*þ%ù�ý�ó%þK÷�
Kø+ó ñoóMõý(÷�
Iø+ó�ñ���Iõ+þ
> �%ýq�jþIò�����ñ,ö=�%ý�ñ5�*þNóMõKõ+þIò�ø�� ñKñ��Kú��%ýq�Qõý9ñTü*þK÷�
Iø+ó�ñoóMõIõKõKõ��
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> �qsuñ|ùf�Uùõ��

0.26858
> �q�cïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> �z�Kó%ò��@ø@ô(ÿ%ùMñTîA��ó%ô��#��sKîA�sA��ó#�lö*ù�ýIü*þ9ñ�¹Mù�ý����Mõ+ûü*þ%ù�ý�óQþK÷�
Køó�ñoóMõý(÷�
Kø+ó�ñ���Kõ+þ
> �%ýq�jþIò�����ñ,ö=�%ý�ñ5�*þNóMõKõ+þIò�ø�� ñKñ��gö��%ýq�Qõý9ñTü*þK÷�
Iø+ó�ñoóMõIõKõKõ��
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> �q�uñ|ùf�Uùõ��

0.070280
> ����ïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> �z�Kó%ò��@ø@ô(ÿ%ùMñTîA��ó%ô��#��sKîA�sA��ó#�lö$ñ�¹1ù�ý����gõIûü*þ%ùNý�óQþK÷�
Iø+ó�ñoóMõ�ý(÷�
Kø+ó�ñ����Kõ+þ
> �%ýq�jþIò�����ñ,ö=�%ý�ñ5�*þNóMõKõ+þK÷�
Kø+ó�ñoógõý�ñl÷�
Køó�ñ���Kõþ��Mõ+þIò�����ñ,ö@ùNý��Qþ9ñ��Mö=�%ýq�QõIû�ü(ý�óMõKõg�

��GÌ
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> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> ���kñ|ùf�Uùõ��

−0.23294
> ��¹�ïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> �z�Kó%ò��@ø@ô(ÿ%ùMñTîA��ó%ô��#��sKîA�sA��ó#�+ñ¹1ù�ý����Mõ+ûü*þ%ù�ý�óQþK÷�
Køó�ñoóMõýK÷�
Kø+ó�ñ���Kõ+þ
> �%ýq�jþIò�����ñ,ö=�%ý�ñ5�*þNóMõKõ+þK÷�
Kø+ó�ñoógõý�ñl÷�
Køó�ñ���Kõþ��Mõ+þIò�����ñ,ö@ùNý��Qþ9ñ��(úk�%ýq�QõIû�ü(ý�óMõKõg�
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> ��¹kñ|ùf�Uùõ��

0.032940
> Tyù9ïZð��@ø0clj7ñ�ó%ô��#�[�gõ
> ù�ý��Qþ9ñ��jù1ñoójô��#�[�Mõ~ú��üuñoójô��#�[�Mõ~ú����kñoó%ô��#�[�MõNú¡����ñoó%ô��#�[�MõNú
> �qsuñoó%ô��#�[�Mõ~ú��q�uñoójô��#�[�Mõ~ú����kñoójô��#�[�MõNú¡��¹kñoó%ô��#�[�MõKõ
> ò��lpÉ�*ø0clj ï
> Tyù1ñ|ùNî@��ùõ��

6.218192412¸�ë(Ú@ç@ì*ß(àåÐjÏ�Þ�Õ*Ð*ÒlÖ%Ò�Ø@ÒUÚ*ß(à�ÛjÏ�Þ�Ó�ß*ìèÞ�ë(Û(Ò,Ó�×Ñ6Õ*Ò�Ð@æ�×â�Õ(×Õ*ÐjÏ�æ�ç*ß
> T�ïZð ñoóQô��#�[�gõKö�YqT@î�ñoó%ô��#�]�MõNú�TyùMñoó%ô��#�[�gõ�ï
> Íyù9ïZð ñxó%ô��#�]�MõKö�Y��Qûü*þ�TyùMñoó%ô��#�]�Mõ��

N1 := (τ, x)→ x2G1(τ, x)

> Xyù9ïZð ñxó%ô��#�]�MõKö�Y��Qû��jþ�TyùMñoó%ô��#�]�Mõ��
E1 := (τ, x)→ x3G1(τ, x)

> �Qÿ�c�ó�ñ�dCÍyù1ñ î	�lùf�[�gõ���Íyù1ñUùf�[�Mõ��[Íyù1ñ5sA�[�gõ���Íyù1ñUùNîA�[�Mõ�h	�[�(ð@îm���]�m�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��Mõg�
> �Qÿ�c�ó�ñ�dCXyù1ñ î	�lùf�[�gõ���Xyù1ñUùf�[�Mõ��[Xyù1ñ5sA�[�gõ���Xyù1ñUùNîA�[�Mõ�h	�[�(ð@îm���C�#�GjkcKÿ�cøIð�Z%ÿIôlj��Mõg�
_ æ�×�Øjí¾ì@ß(àÝÕ(Ø@×�Ó�Ú(×Þ�Ó�ß3Û@ß@ÞlØ%Ï�ÛjÏ�Þ�Ó�ß*ìÝß°V�Ú*Ò�Ð@Ù,ß@ß�æ�Õ*Ò�Ð@æ�×Ñ�Õ@Ð@ß9©�Øjß9ª�Ò�Ú@ß*ß

> Í�ïZð ñoóQô��#�[�gõKö�Y��gû�ü*þ�T ñoójô��#�[�Mõg�
N := (τ, x)→ x2G(τ, x)

> X�ïZð ñoóQô��#�[�gõKö�Y��gû��jþ�T ñoójô��#�[�Mõg�
E := (τ, x)→ x3G(τ, x)

�� Î
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> �Qÿ�c�ó�ñ�dCÍ ñTîm�lùf�[�Mõg��Í ñ|ùf�]�Mõ���Í ñEsA�[�Mõ���Íkñ|ùNîA�[�gõ�h	�[�(ð*î	�����A�5jkc(ÿ�cøIðkZQÿIôlj��gõ��
> �Qÿ�c�ó�ñ�dCX ñTîm�lùf�[�Mõg��X ñ|ùf�]�Mõ���X ñEsA�[�Mõ���Xkñ|ùNîA�[�gõ�h	�[�(ð*î	���lù�si�Gjkc(ÿ�cø+ð�ZQÿIôlj��Mõ��
Ï Ú*ßjÑkÏ�ì@ß(àÐV�æ�×�Ø%í¾ì*ß@ß4ÕKØj×�Ó�Ú*×�Þ,Ó�ß Û@ß*Þ�Ø%ÏåÛjÏ�Þ�Ó�ß@ì4ßÑVUÚ(Ò�Ð@Ù,ß@ß�æ�Õ(Ò�Ð@æ�×+Ñ Õ@Ð*ßKã

©�Ø%ß9ª�Ò�Ú*ß@ß
> ô��¥�&�Mô�ó%ò�ñÒ�Qÿ�c�ó��ÓdCÍ ñoóQô��#�[�Mõg�[�(ð@î	���]ùNîqh	��ó%ô��*ð@î	�lù����lù~îjõ��
> ô��¥�&�Mô�ó%ò�ñÒ�Qÿ�c�ó��ÓdCX ñoóQô��#�[�Mõg�[�(ð@î	���]ù�sqh	��ó%ô��*ð@î	�lù�����üIîjõ��

��G�


